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ERRATA DU TOME PREMIER. 


Page 110, ligne 17, aw lieu de (—1)' coskkm, lire 2(—1)* coskkr. 
Page 114, ligne 5, au lieu de — cot2z, lire —2 cot2z. 
Page 142, ligne 21, au lieu de f(u), lire f(u,). 
Page 164, lignes 17 et 19, multiplier les seconds membres par le facteur vw. 
Page 164, ligne 25, au lieu de n,, lire n. 
Page 167, ligne 24, au lieu de er(“**), lire e%n,(u+e), 
Tt ot Or Tu OW, 


A r — cotrt nm — — cotTt n— 

Page 183, ligne 14, au lieu de e™: ielinene- Os a 
% ; . Ons w, 
Page 186, ligne 14, au lieu de —, lire —,- 
o, wt 

Fig) lire Ty (Ue) | 
a) See) 
Page 201, ligne 14, au lieu de réel et positif, lire réel. 
Page 201, ligne 16, au lieu de réel et négatif, lire réel. 
Page 204, au lieu de l’ayant-derniére ligne du texte, lire est nul ou si le fac- 


Page 188, ligne 25, au lieu de 


: . : . = oO, 
teur ¢(2q@) est nul; ceci ne peut avoir lieu que si & est un multiple de — ou 
Z 
si a est un multiple de w,, et, .... 


' 
Page 22 , derniére ligne, ajouter sous le signe tl l’indice s. 


*4 . * 1) : wW 
Page 225, derniére ligne, au liew de —, lire —. 
n 


Le lecteur qui voudrait se borner a un apercu de la Théorie des fonctions 
elliptiques et acquerir seulement les notions indispensables aux applications 
des fonctions elliptiques a la Mécanique pourra se dispenser de lire les nu- 
méros 176 a 271 et les numeros 320 a 350. 
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CHAPITRE If. 


LES FONCTIONS 3. 


I. — Développements des fonctions cu, 7, u. 


151. Les fonctions ou, o,u de M. Weierstrass, que nous avons 
étudiées particuliérement jusqu’ici, offrent, en raison de leur sy- 
métrie, un grand intérét et une grande utilité; mais cette symé- 
trie méme laisse confondues des propriétés que l’emploi d’autres 
éléments analytiques permet seul de déméler. 

Ces nouveaux éléments analytiques ont été introduits dans la 
Science par Jacobi : leur découverte est assurément un de ses 
plus beaux titres de gloire (‘). Ils peuvent étre, comme on le 


(*) Voir LeseunE-DiricHLEeT, Geddchtnissrede auf Jacobi (OELuvres de Ja- 
Gobi t. 1, path). 


etaVieg— LI", I 


2 CALCUL DIFFERENTIEL. 
verra bientot, étudiés directement sur Jeur définition; leur étude 
peut aussi étre rattachée a celle des fonctions cu, o,u. Ils se pré- 
sentent naturellement quand on déyeloppe ces dernicres fone- 
tions en série, sous une forme que nous allons faire connaitre ('). 
Dans ces développements en série, comme dans les fonctions 
de Jacobi, les deux périodes ne jouent plus le méme réle. Nous 
ferons désormais la supposition suivante, qui est essenttelle : 


’ . W: oe 
Le coefficient de t dans le rapport = est posittf. 
1 


Cela revient 4 admettre que l’angle formé par les deux direc- 
lions, qui vont du point o aux deux points 2,, 23 du parallélo- 
gramme des périodes, a la disposition directe. 

D’autre part, nous ne considérerons plus que des couples 
(22,, 223) proprement équivalents au couple primitif (20), 20; ) 


de sorte que le coefficient dez dans le rapport sera aussi positif 
1 


et qu'il faudra toujours prendre le signe supérieur + dans les for- 
mules (X,) et (XX3); ainsi l’on aura toujours 


TU 
N103— 4304 = + ru: 


(XXVIII,) 


vis 
Hy 3 —— 37 = 


152. Nous allons d’abord écrire sous une autre forme la for- 
mule (X,) qui donne lexpression en produit infini, a simple 
entrée, de la fonction ¢, ainsi que les formules analogues 
(XVII;_;), relatives aux fonctions o,, 02, o3. 

Nous emploierons les notations suivantes (?) 


y= —, Fae (AH. 
204 
(XXVIII) 
W3 oe 
= <—" 4) = ett 
Wy 7 a 


(') C’est la marche suivie par M. Weierstrass dans ses cours professés a ]’Uni- 
versité de Berlin; c’est aussi celle de M. Schwarz dans les Formeln und 
Lehrsatze. 

(7) M. Hermite a souvent employé le symbole w pour représenter le rapport Os. 

10) 


cest aussi la notation adoptée par M. Weber (£lliptische Functi nen und 


LES FONCTIONS J. 3 
en vertu desquelles on a immédiatement, par la formule d’Euler 


: [ ; é F nn 
n= Be ena les égalités 


‘ 270W3— U, GZ AG ew 
sint ese ; vi ; 
204 20 
2MWet Ut QZ = Oat sal 
sin Tt - = 1 ; 
20) QU 
. 1UW3 Ge— gq 
siInt = AE SEN, 
Oy 20 
elt, par suite, 
epee UO) Sart Ure 2NO,+- U 
sint ————— sin ————_—_ 
204 20) 1 (1— Gg?” 2-2) (1 — G2" 22) 
: Nw: mm 22 
sin? : ( q°”) 
W4 


D’ailleurs, a cause de la supposition du numéro précédent, la 


valeur absolue de q est inférieure a un, dot il résulte que les 
produits 


neo no 


We [ee i 7 
T= ia Disk 


= Rd GRE 
Hye Le SS —— 
sa 24 TU 201 
Cy US GAO sin —— .— ——— 
21 os Jt W3 
nt sin? 
= Wy 
et la suivante, qui lui est équivalente, 
San 2NW»—U . 2NW3-+ U 
Hy aS a sInt 
ree LOY a. Yetta 2W4 2W1 
Ou = e201 sin 
TT 2W4 A 1LW3 
ao sin? 7 —— 


Wy 


algebraische Zahlen). M. Weierstrass et M. Schwarz (Formeln und Lehrsdatze) 
désignent par hf l’exponentielle e*'; de méme ils désignent par H,, H,, H,, H, les 
fonctions de g que nous désignerons (n° 154) par qg,, 7,, g,, 7, Dans beaucoup 
des formules qui suivent, c’est g* qui figure seul; aussi a-t-on souvent employé 
une lettre pour désigner qg?; M. Klein emploie la lettre 7, M. Hermite s’est quel- 
quefois servi, dans ce méme sens, de la lettre Q, que nous employons avec une 
signification tout autre. 


4 CALCUL DIFFERENTIEL. 


peuvent donc s’écrire 


uo uo 
z g—1 2n z—2 SG Ia 
Ode ae FAC I q-"& 
< ou — e219? 
(XXIX;) Tu = emis = QL i | I— qr I— gq?” } 
al wa 


ou encore, si l’on tient compte de la relation 


a— g2hs-*) (1 — gq7 ZB) =I— 2g2” cos2eT + Giz, 


ax=@ 
AOU I— 2g2” cos20nm + gt? 
(BOGOR) ere GON SHI q ae ae 
a liih Cre) 
a= 


De méme les trois formules (X VII3_;) relatives 4 6, u, ¢2.u, d3u 
peuvent s’écrire chacune des deux maniéres suivantes : 


an=o Tt = 0. 
= 2 —2 2n g2 
Gig eee = eee eee 
1 2, I+ Gee eae Ger 
¥ n=1 n=1 
(XXIX,) 
n=o 
Tl I+ 29g?” cos2em + gi” 
— e2N,W,? 
== CRIN COS'0 1 C+ gp > 
\ R= 
rn=o n=o 
a4 I+ g@r—1 g-2 I+ g2n-1 g2 
Oo U = E2010? a SPS Ae esis 
2 > I+ 2n—1 i 2n—1 
7 M 
A Ua | 


n=o 


2,0, 0? I 2'g72>! Cosaom—— gin 
== Tests (t= g22—))2 ? 


(XXIX;) 


La 
no n=o0 
So (GIO a I— gq2nr—1 52° 
O3U = e2N1019? eee a Z S as vi 
3 t= GP i Gp. 
Pea eT \ Jta—st race | 
(XRT ae 
} n= 


an,t0,02 I— 292"—-1 cos2om + gir-2 
— ENT Uo A . 
c J (1 — Giles)? 


153. En prenant les dérivées logarithmiques des deux mem- 
bres des égalités précédentes, on obtient pour Cu, Gu, Gu, C3u 
des expressions intéressantes que nous laissons au lecteur le soin 
d’écrire; les séries que l’on trouve ainsi permettent d’obtenir, 
pour ces fonctions, d’importants développements en séries trigo- 
métriques; c’est un sujet que nous reprendrons plus tard. 

Signalons toutefois, en passant, la forme que prennent les for- 


(x 


LES FONCTIONS 3S. By 


mules (XVII, ) avec les notations actuelles, a savoir 


TLS". 
T gr2n 
(1) 2910; =—2e€,07 +72] - 4 44 
DY GES G22)? 
n=41 
nu=n 
Ropu” 


(XXX) ( (2) amor =pr2aot+ a Yt: 


asi) 


n= 
‘ A Wop 
(3) 2410; =—'2e,0} — 7? G— gate 
\ t—=1 
Joignons a ces formules celle-ci : 
n=o 
oat I 2n 
(XKX) Serena ie ae ued a 
6 (Giige )2 
n=1 


qui n’est autre chose que la relation (X,) écrite avec le nouveau 
systéme de notations. En ajoutant les trois premiéres égalités, en 
se rappelant que e, + @) + é; est nul, et en comparant le résultat 
a la derniére égalité, on trouve la relation linéaire qui suit, entre 
les quatre séries qui figurent aux seconds membres des formules 


OSS aay 


aig): = = GOS We led (1 eye Jer 
Tiel 


154. Revenons maintenant aux égalités (X XIX) du n° 152 dont 
les conséquences et les transformations font l’objet principal de ce 
paragraphe. 

Tout d’abord, nous remplacerons, dans ces formules, w successi- 
vement par @,, 2, 3 de maniére a avoir les développements en 
produits infinis de dw,, og wg. 


to 


3 A I 
Remplacer w par ,, 2, 3 revient a remplacer » par —>» — ae 


tz par 


Nia 


On observera que, en vertu de ces égalités méme, les nota- 
4 A 


1 2 2 
tlons g*~, g ~, que nous remplacerons 4 l'occasion par Wray VE 
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ne comportent aucune ambiguité. Nous serons aussi amenés a 


™m™ mm 
4 8 This ory iim 
CCLIGE YUAN EG G 
un entier posiuif quelconque, et nous entendrons par la 


2 n 


, m désignant un entier quelconque et n 


m mT 


WAT =—{? = ern, 
(XXVIII,) | a 


m MTT 


TU ia a 
Vqm=qr=e a. 


™m m 
n} 


de sorte que les symboles {/7”, 7”, Vq™, gq" ne comporteront ja- 
mais aucune ambiguité; nous disons cela une fois pour toutes. 

Comme les produits infinis qui figurent aux dénominatcurs des 
formules (XXILX,_,) s’introduisent dans un grand nombre de for- 
mules, nous poserons aussi, pour abréger, 


g=[fa—a, a= [Jc+2, 
XVI pees a 
Cr i Je ge, q3 = : J: — 97"). 
(ai | rhea | 


Les quantités qo, 71, 2, 73 sont liées par une relation algé- 
brique qu’on obtient immédialtement en remarquant que les pro- 
duits infinis 


Te =3 9"), [J q") 
Teil rel 


étant absolument convergents, on peut écrire 


qo= Uce- | fo +9"), 
nu=1 == | 


puis, en groupant dans chaque produit infini partiel les facteurs. 
pour lesquels n est pair, d'une part, et ceux pour lesquels 7 est 
impair, de lautre, 


n=o n=n n=n no 


n= Jon [fo— en Joe eo] foc) =aiest.as 


Yama | jit 1 eo 


Co 


LES FONCTIONS 5. 71 
Wot 
(XXVIII; ) 919293 =1. 
155. Si nous mettons w,, 2, ws ala place de wu dans le fac- 


leur e?%." qui figure partout dans les formules (X XIX), nous 
trouverons respectivement 


MO, M103 M108 
E72 , Er, Ee 20, , 


d 


Les deux derniéres quantités se transforment comme il suit : 
Pégalité 


TU 
Gj 9S GO = 
2, 
montre que l'on a 
; = x 
Ho ZUWs TwUI4+-7 
2 Up = ae ), 
04 2W4 2, 
on aura donc 
1,03 NoWs Ti Tit ae 
e%, =e2 eret =e es 
on trouve de méme 
4,3 NOs 1 
e =e? gt 


Dés lors le calcul des diverses quantités dwg, egw, ne pré- 
sente aucune difficulté. En hiapaie par exemple, dans la 


formule (X XIX, ) —> 5? par —", on trouve de 
Te 
suite 
N22 eae ae ey n= 
Oy — ie Viq* Eee pee gin ») | c= a). 
72 n=1 


En observant que Von a 


i — geri ae SE 
Il ae rare 


on obtient donc Végalité 


2 Ws 2 
—, ms as 
61, =—e ? HY ee 


8 


Le calcul se fait de Ja méme facon pour les autres quantités et 
Yon trouve finalement les résultats qui figurent dans le Tableau 
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suivant, dont la disposition s’explique d’elle-méme 


Wy, Mo W3 
NW, 2 M2We 2 A, 2 
a al ad Ge A eek? ee) pee ke Fo ese mes 
Oo T 2 Tt ‘ 1 1 
Zo 3 ) 2% 2 es 
70d God 
N25 2 UEOF 2 
NXT Toe yf q> 
( XXXJ,) Os é = ee ys ? Cm i 
2 24% 
NG1g 2914 
10 NzW A 
2 3s 2 7% 
oe) = Gy 0) 2 Vid 
Go ey é 2 Gs 
qi Q 
1,0) Now) A 
1O1 9 We a 
o3 2 q2 2 vilid oO 
e ee ée 2YU 5 
q3 OE 


156. Ces résultats et la formule (XI, ) 


nous permettent d’exprimer au moyen de 4, g, Joy Ji) 2) J3 les 


Veg— eg = 


T_WB 


ow, 4 


six radicaux \/eg— e,; on trouve immédiatement, aprés des ré- 


ductions qui reposent seulement sur la formule g.:g2q2=1, les 


expressions suivantes 


Ves == 63 
\ Ve1- €3 


Ve1— es 


(COSMPS 


Le calcul des autres radicaux 
sent une vérification. 


TT 


20) 


2W4 


2W, 


et les formules (XIII, ) fournis- 


2 
4909 
244 


1072 


1313: 


LES FONCTIONS 3. 9 


Les expressions mettent bien en évidence ce fait, établi au n° 119, 


que les trois quantités es — 3, Ve, — es, \/e, — eg sont des fonc- 
tions homogénes et du degré —1 des demi-périodes w,, 03. 

Les expressions de €2— é3, €; — €3, €, — ey au moyen de qs Qo» 
i> Jz» Jz nous fournissent une seconde relation algébrique entre 
ces derniéres quantités, a ‘savoir 


(XX VIII.) i6ga gio: 
c’est en effet la conséquence immédiate de lidentité 
(€2— és) =(€1— es) — (€;— é). 


157. Nous définirons sans ambiguité les racines quatriémes des 
différences e,— 3, €;— 3, €;— €2 et la racine huitiéme du 
discriminant (j de Péquation 


AX8— goX — g3= 4(X— &1)(X — e2)(X— €3)=0, 


en posant 
Vane =it/ = aqqig? 
ig 20) ey: 
(XXXI,) Vare= (/ = aah, 


Ver— 2 = (/ = aah, 


(XXXI,) VG = Vex— es Vei— €3 Ver 


Dans toutes ces formules la signification de (/ est la méme; 
1 


elle peut d’ailleurs étre fixée arbitrairement. 


158. Les produits infinis qui dans les expressions (XXIX) ob- 
tenues pour GU, 3, U, S2l, 93u figurent au numérateur sont sus- 


ceptbles d’étre développés en séries convergentes, d’une forme 
4 
x 0 Soy) 4 4 
tres simple, entieres en g Ou en qg ( He 


(*) Le procédé de passage a la limite que l’on trouvera ci-dessous pour dé- 
duire la fonction & dela fonction ¥ a été développé par M. Biehler, qui en a 
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Considérons d’abord le produit infini 


n=o 


[ft = Gera ai qin 12-2)], 


1 
qui figure dans l’expression de ¢,u et posons pour un instant 


o(4)= (+ q2?) (1+ q327) ...C40+ g2r-122) 
<( gs=2)1== 92457)... (1 gal ze). 
Il est clair qu’on peut écrire 


O(Z) = Apt a, (329+ 3-2) +...4 ag( 52% + 2-2*) +... 4 An (32% + 3-2"), 


Qo, QA, +++, Aky «++, Ay Elant des fonctions entiéres de q. 
D’ailleurs la définition de ¢(3) montre que l’on a 


9( gz) = (1+ g32?)(1-+ g52)...(1+ g2"4132) 
x< ae G22) (es q2-*)... (1 g2"32-2), 
Wot 
0(qg2)(gs2+ 92”) = ©(3)(I+ g2"+1 22), 


In remplagant, dans cette identité, o(z) et o(qz) par 


Aay+ a,(s2?+ 5-2) eet An( 52% 4 Z-2”) 
et 
aot ay ( gq? art Sm Bae) oe oak An (gq? on + OOO). 


puis en égalant dans les deux membres les coefficients de s~24+2 
il vient 


? 


ang +1 ce Aj q~2h + 242N = Gypase Apg?rrtt 
ou 
greA(1 ie 22k 2) 


Dees Oke it q2httk 4 


donné diverses applications intéressantes en envisageant les transcendantes con- 
sidérées comme des limites de fonctions algébriques (Journal de Crelle, t. 88 
p. 185). Le principe en est d’ailleurs dt a Cauchy (Comptes rendus, 1845). 

Observons encore que M. Schellbach dans ’Ouvrage intitulé : Die Lehre von den 
elliptischen Integralen und den Theta-Functionen (Berlin, 1864) a pris les pro- 
duits infinis comme point de départ de la théorie des fonctions Théta. Jacobi, lui- 
méme, avait signalé les avantages de cette marche. 


? 


LES FONCTIONS 3. II 


En remplagant successivement k par k—-1,k—2,..., 1, et 
en multipliant membre 4 membre les égalités ainsi obtenues, on 
aura 


(i G2 2k +2) (4 oo qin ~ 2k) | eh gq?) : 


a,.—= aq 
k oF (1— gtk) (7 g2nt2h—2), (7 — gin?) 


D/ailleurs, sur la définition de 9(z), on voit que l’on a 
; an = 9"; 
par suite, 
(1— g?)(t— qg*)...(1— g2”) ; 
(1 = gq??? (1 Opa) ee. (1 se Ga) 


I= ao 


En remplagant @, dans l’expression obtenue pour a,x, par la 
valeur que fournit cette derniére égalité, il vient 


Qi — Ts (1— g2"—-2k+2) |. (1 — g*”) ; 
j (I— g*)(1— g*) ... (1 — G2”) (Get eg 2 eae) 
ou encore 
ke 
Cys = a’, q 


“= @yi—q") a ey’ 


en faisant, pour abréger, 


a. == (Cpe G2h-2h+2) (7 = gq 2n—2k+ ky cae (1 a Opie) 
< (1 a G2n thr? Vy ean Grrr 2k+h) ene Ga = q'?). 


Il est d’ailleurs manifeste que, quand n grandit indéfiniment, 
aa pour limite Vunité, a cause de la convergence du produit in- 


[]c-2. 


77h 


fini 


On voit aussi que tous les nombres a, restent, en valeur absolue, 
inférieurs & un nombre positif fixe a’, indépendant de n, par 
exemple au produit infini convergent dont le m'™? facteur serait 
jee | Gay |. 

Ceci posé, considérons expression 


F,(2)= (1— 9?)(1— g*) --- I= 9”) (4); 
ona, d’aprés ce qui précéde, l’égalité 


F,(z)=1-+a) 9 (2?-+-3-)4+... + apg (e+ 2-**) +... + Ang” (22 +3-2"); 
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et l’on voit sans peine que, si l’on fait croitre n indéfiniment, F,, (z) 
a pour limite la somme de la série 


F(z)=1-+9(2?-+2-%)+...+¢ (2th 2-2h) 4g” (gin g-2n) 


Que cette série soit absolument convergente, c’est ce qui résulte 
de ce que la série 


Gs... t gh ak+...+ gVsmt... 


est elle-méme absolument convergente, ainsi que celle qu’on en 
Hi I Tt) AT 
déduit en changeant zs en — : en effet g” 32" |—|q"g2| tend 
§ ? | / 
& 


vers zéro quand n augmente indéfiniment. Regardons maintenant 
g et z comme des nombres donnés : il est clair que l’on a 


| aig (a+ 5-2h)| <a] g*h(at + at) |; 


par conséquent, dans le développement de F(z), la valeur abso- 
lue de la somme des termes qui suivent le terme de rang & est in- 
férieure a la somme, multipliée par a’, des valeurs absolues des 
termes qui, dans la série F(z), suivent aussi le terme de rang 4; 
or, en prenant & suffisamment grand, on peut supposer cette der- 
niére somme moindre qu’un nombre positif arbitraire ¢. D’un 
autre cété, k étant ainsi fixé, puisque, lorsque.m augmente in- 


Me 
9? 


prendre n assez grand pour que la différence entre la somme des / 
premiers termes de F(z) et la somme des k premiers termes de 
F’,,(s) soit moindre en valeur absolue que ¢; on aura, dans ces 
conditions, 


hse : ye an ees 
définiment, a), a, ..., a, ont pour limite Vunité, on peut 


| F(z) — Fn(4)|< 3s, 


ce qui prouve bien que F(z) a pour limite F(z), quand n gran- 
dit indéfiniment. 

Observons en passant que, si l’on désigne par A un nombre 
positif queleonque, on reconnait immédiatement, sur la forme 
méme de la série dont la somme est F(z), que cette série est abso- 
lument et uniformément convergente pour l’ensemble des valeurs 
de z qui vérifient les conditions 
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En effet, on voit, sous le bénéfice de ces conditions, que les valeurs 
absolues des termes de la série F(z) sont inférieures ou égales aux 
termes, tous positifs, de la série 


1+2[g|A?+...+2|[q”|A2-+..., 


série dont la convergence résulte des remarques précédentes. II 


suffit dés lors, pour établir la proposition énoncée, d’appliquer le 
théoréme du n° 24. 


159. Nous avons établi Videntité 


n=—o 
qo i i [a + g2"-132)(1 ass gq7M-1z-2)| = Sarat 
n=1 n 


et, par suite (XXIX,), l’égalité 


3 I » 3 3 
On U = e2M10,47 | gq? e2neni ; 
Jods 

in 


nous obtiendrons des identités analogues pour les autres fonctions 


gu en changeant uv en U+ 0,, U—W2, U+ 3, Ce qui revient a 
ail Wea % 
changer y eng + -> v- »9+-- 
2 2 2 
Par exemple, si l’on change wu en uw — wy, et si l’on tient compte 


de la formule (XII; ) 


ou 
TW 


O2(U — We ) = ef2(W.—u) 5 


on obtient Végalité 


ons et aoe ie I)eqr tenner 
1072 


n 
en posant, pour abréger, 


+ 2 
103 


W = 294,019? + 2(q201— 9102) 9 + — 12>. 


20 
HO} 

Si l’on se reporte d’ailleurs aux valeurs de ows, E21 qui ont été 

établies au n° 155, si l’on se rappelle que n2w, — 7,2 est égal 


x 


TL 
a —, on trouve 
yy 


21 ,0o2+ Ti NsWe 1 
- 29,0,02+ Tiv — =p - 
e¥ =e a ig’; 
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on a donc 


eas 
= 9 2 2,0? ! — yr 9g Z 2) e(2n+leorl 
See —t amcge Sh eee. : 


2g3q* 
200d 


2 A y] 
On obtiendra de méme, en changeant uv en w+ ws ; dans I|’ex- 
pression de o,u, Végalité 


; T 
C4 th == Exar 


4 3 
Ae oe 2) e(2n+1)oni 
270di ds n 


et, en changeant dans la méme expression uw en w+ 0, 


- I » 4 5 
o3 u= E201 0,e* > (— 1)? OR RENE. 
1073 


n 


II. — Relations entre les fonctions ¢ et les fonctions J. 


160. Les développements des fonctions du, o,u, C2u, Ozu 
auxquels nous venons de parvenir nous aménent a introduire quatre 


A a u 
nouvelles fonctions de la variable » = seer Nous poserons (') 
2 1 


7 (n+5)° 
31(¢) = ; yx 1)’'q e2n+leni, 
a 


(+5) 
J5(0) se s gq e(2n+toni 


n 


33(¢) — Me E2NvTL 


nu 


RGD wees xe 1)% qr? erneni, 
a 


On reconnait directement, sur la forme méme des séries qui 
) 
figurent dans les seconds membres, que ces séries, regardées comme 


(*) Les notations relatives aux fonctions S sont celles que Jacobi a introduites 
pour la premiére fois dans un cours professé en 1835-1836 A I’Université de 
Koenigsberg et qu'il a ensuite employées plutdot que celles des Fundamenta dont 
nous parlerons plus loin. [Il ne met toutefois pas d’indice 14 ol nous mettons J’in- 
dice 4 et il écrit 3, (v7) 14 ot nous écrivons &,(~) (WeERKE, t. 1, p. 501). M. Weier- 


rm 


LES FONCTIONS J. 1) 


dépendant de la variable ¢, sont absolument et uniformément con- 
vergentes dans toute région limitée du plan out I’on figure cette 
variable. En effet, un raisonnement tout semblable a celui de la 
fin du n° 158 montre que la série qui définit la fonction 33(¢) de 
la variable ¢ est absolument et uniformément convergente pour 
Yensemble des valeurs de 9 qui vérifient les conditions 


Lert? |S A, Re=ene SA, 


ot. A est un nombre positif fixe quelconque, et l’on reconnait 


strass, M. Schwarz, Halphen mettent V’indice o 1a o& nous mettons l’indice 4; la 
variable est la méme que dans notre texte. 
M. Hermite a employé la notation condensée 


npr Secon lee 34) 
nN 


ou a, B sont des entiers quelconques; les fonctions 9,,, 9,,, 9 


sont donc nos fonctions 73,, 3,, S,, 3,. On a d’ailleurs 


92 42,8 (9) =(— 1/79, 9 ( ), 


0 p42 (9) = 9,8 (v), 
‘ p?t ag 

Cet — it | pep+-————= ) 

6, (v ait a aa O24 0,8+4 (v)e ( i 2 ? 


Pq &tant des entiers quelconques. Cette derniére formule, a elle seule, contient les 
vingt-quatre formules (XXXIV,_,) que nous écrivons plus loin explicitement; on 
yoit assez, par ce seul exemple, les avantages que cette notation peut présenter dans 


de M. Hermite 


00? B01 


: _b—I x—T1 
bien des cas. Ajoutons que les zéros de 8, 4(~) sont congrus a : ae 


Tv; 
2 2 
modulis 1, 7. 

Les notations de Briot et Bouquet ( Théorie des fonctions elliptiques ) se rat- 


tachent a celles que nous ayons adoptées en posant 


= —2.G), Ol 270), BOW, 
eos 2n—1 
_ re Cres i (2n—1)n@ 
) =A) 2 Men USS sree 
n=41 


n= 2 2n—1\2 


Oya > a 2 Bo Clee 


(| 
N=0 
S es INTL 
= = + 2 GCOS 
i(2j=a,(9)ar1+3 bg — 
2a 
n=o0 


INTL 
) (G2) GH ea) ps (—1)"q"? cos — 


jc 
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immédiatement que ces conditions reviennent a dire que, dans ¢, 
le coefficient de z doit étre moindre en. valeur absolue qu’un 
nombre positif fixe, d’ailleurs arbitraire. On pourrait faire le 
méme raisonnement sur les autres séries, mais la facon dont on 
passe de l’une aux autres permet de s’en dispenser. Ainsi les fonc- 
tions S sont des fonctions transcendantes entiéres en ”, et les 
séries qui les définissent peuvent étre différentiées, terme a terme, 
par rapport a ¢. On reconnait de méme que ces séries peuvent 
étre différentiées, terme a terme, par rapport a g ou par rapport 


> 
at. 


161. En groupant ensemble les termes pour lesquels les expo- 
sants de e sont égaux et de signes contraires, et en tenant compte 
des formules d’Euler (n° 66), on peut écrire 


/ Tia100 ( 1\?2 
pike 


; (1) (0) = Hi yr2g a) sin(2m+1)7¢, 
n=0 


n= 1\3 
n+= 


(3 (0) = Pag *” cos(2n-+1) RP, 
XXXID) 4 a 


M=o 


(3) nace) =1+ Sag" cosannry, 


1h | 


n=o 


Gi 5, (yeat + Si nyrag cos2nty, 


n=1 
ou encore d’une facon plus explicite 


4. ‘a 
J1(°)=2g' sinny —2g' sin3ne +29 


19 
i 


| 


sin 57? —..., 
41 9. 
& 7 fam ei 
J2(v)=2g' cosre+2g* cos3nv+2q* cosinet..., 


I<) 
uw 


J3(%)=1+ 2g cosaTte + 2g*cos{me +2q9 cos6Ty +..., 

J,(%) =I—2q cos27” + 2g'cos4re—2q2cos6re +.... 
Quand on voudra mettre en évidence, soit le rapport 7 == =, : 
Paide duquel les quatre fonctions S sont formées, soit le neniee 


== pune nie 
gq =e*™, on ecrira 


41(9|t), Ie(e|t), S3(e|t), B,(v]-), 
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ou 
1(°, J); J2(%, 7), 3(9, 9), (9, 7), 
ala place de 
71(¢), J2(¢), J3(9), J, (?). 


Avec ces notations, les résultats du n° 159 peuvent étre mis sous 
la forme suivante 


toe 


(ert ae , s 
[bo patel he ne 8.3) 
1 
i a qn ? 
(XXXII) i (2) BEGG HG =] CLO Sy), 
(3) Jod% Fou = EMU"? S3(¢), 
\-(4) JoFh Fa = EFM 3, (9), 


162. Les formules (XXXIII,_,) peuvent s’écrire sous diverses 
formes, avec lesquelles il convient de se familiariser. 

La premicre montre que S,(v) s’annule pour wu = o. En prenant 
les dérivées des deux membres par rapport a w, en supposant 
u =o et en se rappelant que l’on a o’0 =1, on trouve 


Divisons Végalité (1), membre a membre, par celle que nous ve- 
nons d’obtenir; divisons de méme chacune des égalités (2), (3), 
(4), membre a membre, par celle qu’on en déduit en y faisant 
u = 0; on trouvera 


(0) Gi = 2104 TO; E2010 107 
(XXXII) - ' 
(6) gau= Sa me Ge bay 


En prenant les dérivées logarithmiques par rapport a uw des 
deux membres des relations précédentes, il vient aussi 


‘ mut F4(v) 

(XXXII) | ONES AO 
| (8) t pe DI) fen! Jasi(0) 
2 Wy 2W4 Joi1(?) 


T. et M. — II. 2) 
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et l’on peut mettre ces derniéres relations, en tenant compte de 


celles qui précédent, sous la forme 


lo] 
1U ALG 
Le ae Poh ete eat ) gonw.e 
Wy J1(0) 
u T ence) 
“oO 
Cyl = se 7 NE. — 24,0, 
4 20, Jy+1(0) 


Si Von se reporte aux 


fe A ee oe 
expressions de Ve. — és, 


formules (XXXI;_,) qui donnent les 


ah 
=. dU mMoven de G:.395,0 «40M Vole 


qu’on peut encore écrire 


IW aT Ly 
(9) Vee VG Cu = e213, (9), 
0.0 h ———— ; ‘ 
(10) — WV €7— C3 OU = Ler" 3, (¥), 
(XXXII) i 
(11) (/ 22 Vem e Gg U = E7119? 55( 0), 
(12) \ aut Ve1— €2 03 U = EMO? S, (9), 
db 


En remplagant dans les formules (XXXIII,_,) cu, ou, e2u, 
d,u par leurs développements en produits infinis a simple entrée 
(XXIX), pris chacun sous la forme qui met en évidence la va- 
riable ¢, on trouve enfin 


| (5) 31(v)=290q* sinor [ J c—20™ COS20T + g*”), 


hast | 


4 are 
(6) 33(¢)=29¢0qg* cosex | | +292 coszen + qi), 
(XXXII) Ate oat 
(7) %3(0)= qo | | + 292"! cos2on + gi), 
Yt | 
ae} 
(8) 


Ji(P)= Jo i | (P= 2g7" cos 20m gy?) 
= 


a 


163. Ul est quelquefois commode de prendre s comme variable 
indépendante et de considérer, au lieu des fonctions S(¢), les 
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fonctions suivantes qui n’en différent au fond que par le nom de 
la variable. 
Si l’on pose 


(ft 6ts)) cops = Saag *8) cine, 


1\2 
(2 bis) (2(%)= sre) Ine, 
(XXXII) n 
: ae 
(3 bis). 636 )= yen. 


n 


! (4 bis) 0,(3) = Se orga, 


\ n 


on a manifestement 


P1(5)=51(), p22) = Fa (v), 
Pals) = a5(): O1( 2 i= (9). 


En remplagant, dans Jes formules (XXXIII,_,) 3,(¢), Si (0), 
o S . : i . . 3 
J3(?), J,(v), respectivement par o,(z), P2(Z), ps(Z)y pals) et 
OU, 0, ll, Ogu, Ogu parles produits infinis A simple entrée (XXIX), 

) ) ) I I I rE 
pris chacun sous la forme qui met en éyidence la variable z, on 
obtient les relations 


| n= N=0 


Zi SETS 2 2 9 
(5 bis) e(s=2qog'=——— | | o—as) J [a =), 
Qe Tae 
io pay M100 
(6 bis) e2(4)=2qQ09g* = [ i ate) [J +22), 
(XXXII) / + et! cs n=1 
(7 bis) 03(3)= qo i i (1+ qta-2) [+ g1 24), 
(yeu r=1 
(8 bis) p(2)= Go| : (—gete-2) FT 1 —gt22), 
\ n=1 pp 


dont nous ferons usage dans un instant. 


164. Les fonctions 3, (¢), Sz41(¢) que nous venons de définir et 
dont nous avons établi le lien avec les fonctions ¢u, ¢,u différent 
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profondément de ces fonctions par la fagon dont y sont engagées 
les périodes, qui dans les fonctions 3 n’entrent plus que par leur 
rapport. Les séries trigonométriques (XXXII,_,), qui repré- 
sentent ces fonctions, sont trés élégantes : elles sont précieuses 
dans les applicauons numériques a cause de leur rapide conver- 
gence. Les fonctions J jouent d’ailleurs un réle essentiel dans des 
recherches importantes d’Analyse, d’Algébre et d’Arithmétique. 
Nous allons, dans les pages qui suivent, développer les propriétés 
fondamentales de ces fonctions. 


Plusieurs de ces propriétés se déduisent immédiatement des 
propriétés correspondantes des fonctions du, ¢,u. On reconnait 
ainsi trés facilement quels sont les zéros des fonctions 3, si 
elles sont paires ou impaires, ce qu’elles deviennent lorsqu’on 


remplace uw par U-+ 20,4, U+ 203, U+ 04, U+ 3, Ce qui re- 
S 5 I G 

vient a remplacer » par »y-+1, 9+7, 9+ as eo le change- 

ment de wu en uw — 2 donnerait les formules relatives au change- 


j+Tt 5 A a 
ment de » en y+ —- On peut ainsi obtenir toutes les for- 
YD 


mules (XXXIV). : 
Le Tableau qui suit 


\ 
ion > i 
44 Sis Sie J, 
(XXXIV) | - 
1 sens c | 
Oo — _ 
2 2 2 


donne les valeurs de » qui annulent les diverses fonctions 3; ces 
valeurs ont été placées au-dessous de la foncuon correspondante ; 
il est sous-entendu qu’on peut leur ajouter un nombre de la 
forme m+ nt, met n étant entiers. 
Les formules 
3\(—-*) =— 3, (9v), 


(XXXIV>) Sai) == eee) 


n’ont pas besoin d’explication. 


a 
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Les formules 


Mae as pe 
Sh ?} = — 5 Nhe 
(XXXIV3) A eran a 
33(9 +1) = 23(?), 
Sue 1) = oye), 
a: € ree) ks, (v) 
~{ t | = oD) ; 
x I 
(e+ 5) =— J1(¢) 
(XXXIV, ) ; i 
2 I Se 
(1 +3) = J, (9) 
(0+ ~) = Spo) 


s'obtiennent de la facon la plus aisée, sans passer par les fonc- 
uons 9, en partant des séries trigonométriques; elles mettent en 
évidence, comme ces derniéres, la périodicité des quatre fonc- 


2 om 
lions J. 


Les formules 


ay (ese) =— A Sy (0), 
Ble+c= AR), 
(XXXIV3) J3(0e y= ASs(0); 
Si (oa) SASK), 
A= Gu! ea= ae, 
| Sip (es =) — tB es 
(0+ =) cS B33(¢), 
(XXXIV, ) oD (o+ = = SSE 
Sr (e+ = =1B Ti). 
, [fies q *e—ine 


peuvent se déduire des formules (XXXII,_, gis) légerement modi- 
fiées. Si l’on y remplace g et s par leurs valeurs e*™, e**, on ob- 
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tient de suite 


Les quantités entre crochets dans les exponentielles sont toutes 
des trinomes du second degré en n qui deviennent des carrés par- 


5 . Span oe Fis 
faits quand on leur ajoute la quantité =) on peut donc écrire 


iv? : fm es 
(9) 6? Ble)=5 7 Seapets), 


n 


(to) an S2(v) = Nee ce 
(XXXII) of ‘ Caen: 
(11) ¢ F 3, (0) = Bey 


(12) @ * (0) = Dal ere), 


or on voit qu’en remplagant ¢ par » +7 et n par n —1, les expo- 
nentielles se reproduisent; en sorte que, par ce changement, le 
premier et le quatriéme des seconds membres changent seulement 
de signes, tandis que le second et le troisi¢me restent invariables. 
On a ainsi, par exemple, 


Tile+t)? Tiv? 
Ce y(t) — eae), 
dou 
Ji(9 +7) =— gle -2te Si(¢), 


et on obtient de méme S 


2(V+7), Ss(e +t), S,(e+7) au 
moyen de 33(¢), S3(¢), 


J. ( 
Ji(e). 
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On voit tout aussi aisément sur ces formules comment les 


TU. 
choses se passent quand on change 9 en 9 + eo Il suffit de rem- 


placer, dans les deux premiéres, n par n—r et ¢ par o>+— 
9 


5 I v v CB 
(ce qui change n 4 So ai ); et, dans les deux derniéres, 


as T . ? v I 
simplement 9 par 9 +- = (ce qui change nme . en n+ = - *): En 


tenant compte d’ailleurs de ce que lona 


Tivt wi T\2 mit 
eae ca) —Tie ——— = 
=! 


é 
on obtient les expressions de 3, (6 Ae =); Dan (+ =o =) au moyen 
de S,(v), Says(v). Finalement, on arrive ainsi aux formules 
(XXXIV,). 


En répétant m fois les formules (3) et n fois les formules (5), 
on a aussi 


Ww 


1(P + mM + NT) = (—1)M+2 g—N? E—2nvTL Sy, 


” 


C 


(9 +m +Nt)=(—1)M  grePe-2AneTi Dy, 


ARRIVE) 


Ww 


3(9 + m-- NT) = AEE 


J,(9 + m+nt)=(—1)® g7BPe—tneni GS, 9. 


Enfin, en combinant les formules (4) et (6), on parvient aux 
formules 


[ a 6 
Si (0+ ea ie B33(¢), 
= (« ele =) aoe tB 34(0), 
CXRXIV ES ; = a 
(0+ - i tBS,(¢), 


qui correspondent au changement de w en u — 0». 


Observons en passant que les formules (XX XIV;) et(XXXIV;), 
ou, sil’on veut, les formules (XX XIV,), qui les contiennent comme 
cas particuliers, mettent en évidence ce fait que les quotients de 
fonctions S sont des fonctions doublement périodiques, avec les 
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périodes 2, 27 : on prévoit ainsi le rdle que* joueront ces quo- 


tients. 


165. Comme le changement de » en » + m--nz revient au 


changement de s en (—1)”q"z, et que les changements de ¢ 


I 15 I+Tt : 
env - »o- »¢v¢- s reviennent aux changements de z en 
2 2; 


2, 


iz, 3V/q,t5\/q, les formules précédentes peuvent s’écrire 


On 1) Ge | a) Gale Bea a) 
Ona)" ge | ys gs foe? one), 
esl Or aie q-"F *" 932); 
ey anges | =) area ok), 

e1(%s) = p2(s), 

P2(tz) =— 91(4), 

e3(72) = 4.( 5), 

u(t) = 03(5); 


pr(zVq) = == 04(4), 


Ces formules se déduisent d’ailleurs immédiatement des défini- 
tions des diverses fonctions (2). 


166. Les fonctions S vérifient toutes les quatre l’équation aux 
dérivées partielles 


O2 S50 | ic ee ay ee nO ren (eal ges) 
Ov? re Ot } 


Nous avons vu, en effet (n° 160), que les séries qui définissent 
a u ion ps . 
les fonctions 2, (¢,<);Saqi (2; 7), Séries qui rentrent dans le type 


s A, etmin+%)2+2pTi(n-+c%) 
n > 
nr 
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peuvent étre différentiées, terme a terme, soit par rapport a ¢, 
soit par rapport a7. Or la quantité 


t= etTi(n+h)*+20T (n+) 


vérifie, comme on s’en assure immédiatement, |’équation aux dé- 
rivées partielles 


il en est donc de méme des quatre fonctions S. 


III. — Sur quelques fonctions du rapport des périodes. 
Formules diverses. 


167. En faisant ¢ =o dans Jes formules qui donnent les ex- 


pressions des fonctions S(¢) ot l’argument est augmenté de 1, 7, 


Tete Se ecG 
Wd = My =O SF, 
2 


» on trouve les valeurs de ces fonctions pour 
I Tv (hse 4a 5 
Oty ia celles de ces valeurs qui ne sont 


pas nulles s’expriment au moyen de q et de S2(0), S3(0), S,(0). 
Ces valeurs se lisent si rapidement sur les formules (XXXIV) 
qu’on a jugé inutile de les récrire ici. Nous nous bornons a trans- 
crire les résultats obtenus en faisant ¢ =o dans les formules 
(XXXIV), aprés qu’on a pris les dérivées des deux membres; 
on obtient ainsi le Tableau de formules (XXXYV), dans le- 
quel S’(v) désigne toujours la dérivée par rapport a ¢ de la 
fonction S(¢). Ul convient d’observer, d’une part, que les trois 
quantités S/,,,(0) sont nulles, puisque les trois fonctions 3,4; (9) 
sont paires; d’autre part, qu’il ne s’introduit pas dans le Tableau 


d’autre élément nouveau que oh (Oo). 


(1) ==) (0), 
Se (iT) = 0, 
3 (1) == Oy 

\ 2, (1) = 03 


XXXV,) 
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{ 31() =o 
| 5 (=) = — J4,(0), 
(XXKVG) : 
s(t) =* 
2 


J=—97 310), 
= — 2 rte gat Si ) 
(XXXYV3) i ee! a) 
) 


= -- 2ttg-!33(0), 


= ng to (Oy: 


( 3 (m + nt) =(— 14” g-°S', (0), 
So (m+ nt) =(—1)"+1annig-” 3 (0), 
(XXXV;) | 72 ) ) ; ee 2(0), 
J3(m+ nt) = —antigq—" J3(0), 
| J,(m + nt) =(—1)"*1 antig-” 3, (0); 
S) I-+T . 
tl 2 eA | J3(0), 
eo f/I+tt saul 
2%, ( i )=-: gq *5,(0); 
(XXXVe) 


Tl est A peine utile de remarquer que toutes ces quantilés ne dé- 
p [ q q 
pendent que de vz. 


On aurait des formules analogues, que nous nous dispensons 
d’écrire, pour les valeurs des fonctions 9(z) ou de leurs dérivées, 


Paver ny eto. Sven ‘ =1  & 
quand on suppose 5 égal a7, \/q, i/q, -- +3 les quantités Sa,, (0) 
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sont respectivement égales aux quantités 9,,,(1); quant a 9) (1) 


c’est =~ Si(0). 


168. Les relations entre les quantités 3' (0), S14, (0), envisa- 
gées comme des fonctions de g, permettent d’établir des propo- 
sitions importantes de la théorie des nombres. Aussi convient-il 
de nous arréter un instant a 1’étude de ces fonctions. 

Voici d’abord leurs expressions en fonction de g, obtenues en 
posant 9 =o, s=1 dans les formules (XXXII,_,); toutefois, 
pour la premiére de ces formules, on a pris la dérivée des deux 
membres par rapport a ¢ avant de faire y = 0, 


| J) (Oe zy (—1t(an +1) AC = FACE — 3q% oa —.. ae 


n oN al, 9 25 
32 (0) = >i *3) =ag'+a2g'+2g* +..., 
(XXXVI,) | ‘ 
23 (0) = ica =I+2g¢g+2g'+2994+..., 
J, (0) = Dice. =1—2g+2g'—29g9+.... 


n 


On trouve de méme, au moyen des formules (XXXIII,_,) par 


exemple, 
ak 
J (0) =27gh 9", 
A. 
(XXKVIE) J2(0)=29091 7's 
| Js (0) = 9092) 
J, (0) = 9093 


En comparant ces relations aux égalités (XXXI;_,) qui donnent 


. Sr Cea 4 4 
les expressions de \/G et des quantités \/e. — és, es — 3, 


4 - ara 
Vé, — é2 au moyen de q*, Jo, G15 Ja, Js) ON Wouve 


(XXXVI; ) ! 
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Ces mémes formules s’obtiennent évidemment en supposant 
° = 0, w=o dans les relations (XXXHI,_,); toutefois, pour la 
premiére, on doit dabord prendre les dérivées des deux membres. 


. TG . . ° . ons 
Il va sans dire que / x doit avoir la méme signification que 
1 


dans les formules (XXXIJ;_,). 
On tire de la 


i ey 2 = 
Ve2— €3 Ve1- €3 Ve Oy = 8 3° ral )e 
7A 
WOR = Ges Se Sy oO) 
ap / 2Wy 
(XXXVI,) 
va—e= —33(0), 
2W, 
i i yee 
Ne aes 
2W, 


Puisque les quantités S}(0), 3} (0), S? (0), S? (0) ne dépendent 
que de <, on voil que ces formules mettent bien en évidence la 
propriété des radicaux \/é,—e;,..., de se reproduire divisés 
par 4 quand on remplace w,, w3 par w,, Aw; (XVIII, ). 


169. Comme l’on a 4,4¢2q3= 1, on voit immédiatement que les 
quatre quantités 3) (0), S2(0), S3(0), S, (0) sont liées par la rela- 
tion 


(XXXVI; ) J) (0) = B52 (0)53(0) 5, (0). 


En élevant au carré les trois derniéres égalités (XXXVI,) et 
en les combinant comme l’on a fait quand on a obtenu la relation 


bWqgi=Gi-g, 
on obtient la relation équivalente 
(XXXVI) 34 (0) = S4(0) + S4 (0). 


Sil’on tient compte de la relation e, + e, + e; = 0, on déduit 
aussi des trois derniéres formules (XXXYVI,), en les résolvant par 
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rapport a @;, 2, es, 


I ™ 
Qp= === 
i 3) NOON 
TT 


(XXXVIz) (a= 5(s—) L340) — 240) 
2W1 


En se rappelant (n° 99) que Pon a 
— 82= 4(€1€2+ €2€3+ €3€,), 23 = 4e1€243, 


et en tenant compte de la relation (XXXVI, ), il vient aussi 


s1= 5 (=) (240) +23) —34()34(0)], 


12 Og 
a uu \ 6 I 5 iS 
(XXXVIs) ¢ g3= (=) | alt? 0) +342] 


I Ce), Oey. [oy oy 
eee OCHOLHON 


170. Si l’on pose avec Jacobi 


1 9 25 


GMI Fae, IO) eT UE sei 
OS AU (tna eee MEY Ss oy ae 


— > 


pect a (0)  1—-2g+29g'—9q9+... 
COON Us) ve — 5,6) tg gg 


on voit que l’égalité S} (0) = Si(o) + Si(o) prend la forme 
(XXXVII3) ey oan 


On déduit aussi des formules (XXXYVI;) les relations 


es 
ey Cae, 
Ver— e3 
h 
(XXXVII5) ie 


Vo ON 


qui entrainent également la formule (XXXVIUIL; ). Enfin, en tenant 


30 CALCUL DIFFERENTIEL. 


compte des formules (XXXVI,), ona 


is 


(XXXVI,) YR=ag?H => + cee ee 


(I+ g)i+g?)(i+ g*).-. 
G—-g)ai-—g@)(1— Tes)’ 
(Tag Ce gira) s 


wi 


q: 


? 


é Tiund sees 
(XXXVIL) VK = as | 


7 mike ‘ Lay fs Pye 
et cette forme donnée a vk et \/k' invite 4 considérer \/A, \/k’ en 
tant que fonctions univoques de + 


171. Dans un Mémoire célébre ('), M. Hermite a désigné ces 


fonctions par 9(z) et (7) en posant’ 
(XXXVIII; ) oavag&, 


ot \/2 est Ja racine carrée positive de 2, et 


(XXXVIII2 ) v(t) = a 

Les égalités 

ee J2(0|7) 5 
XXXVIII o2(t) = s——=— = ph, 
( 3) ) ( ) S3(0| 7) V 
XXXVI Fee jc 
( ) Y ( ) 33(0| 7) ¥ 


sont manifestes. 


En méme temps que ces fonctions, M. Hermite a introduit (2) 
la fonction univoque de 7 . 


sees 
(XXXVIII;) y(t) = Vaq? me 
ou V2 est la racine sixiéme réelle et positive de 2. 


Les fonctions 9(7), Y(z), y() sont liées par les relations 


(XXXVIII,) o8(t) + b8(t) =F, 
(XXXVIII; ) @(t)U(t) = x3(7), 


qui équivalent a nos formules (XXVIII; _«). 


(*) Comptes rendus, t. XLVI, p. 508. 
(3) Taek, 6 Spit. 
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Nous joindrons a ces fonctions celle que M. Dedekind a dési- 
gnée (') par 4(t) et que nous représeaterons par h(7) a cause de 
Pusage que nous avons déja fait de la lettre 7. Cette fonction est 
définie par la formule 


(XXXVIII5) h(<) =q?? 
On voit immédiatement que les fonctions 9, 4, y, h sont 


réelles et positives pour une valeur purement imaginaire de 7. 


Signalons encore les fonctions f(z), /: (7), f2(7) introduites (*) 
par M. Weber 


SS oe Tae 02 ee 


ye) 
6 
(XXXVIII,) Pia gee Ye), 
- 7 V2.0(7) 
g(t)=—=V2 12 Se 2p 
Sf2(7) V2q M1 1(5) 


Ces fonctions et la fonction h(z) sont liées aux quantités 
Sa41(0|t) et 3 (o|7) par les relations évidentes et trés symé- 
triques 


ww 


ako) =e het), 
2(0|7)=h(s tee 
3(0| t) = h(s) f7( 
(0, 7) = h(s) ee 


i 


uM 


(XXXVITIjo ) ; 


Ww Y& 


Les diverses fonctions de + que nous avons définies dans ce pa- 


(1) Journal de Crelle, t. 83. 


(‘) Elliptische Functionen, p. 63. M. Dedekind a employé les mémes nota- 
tions f, f,, f, pour désigner les fonctions suivantes (Journal de Crelle, t. 83, 


p- 283) : mas, 
h( )n(=) nf ; ) 
f(t) = hi(7) y 
2ths(2t) 4 n(£) + on (=) 
JEM Ree) 3 
woah Me Sal) ec 2 ll ad a oli 
IA5) = aay oR) 
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ragraphe jouent un role important dans les applications des fone- 
tions elliptiques 4 l’Algébre ct a la théorie des nombres. Au point 
de vue analytique, il importe de remarquer qu’elles n’ont été 
définies que pour des valeurs de + représentées par des points 
situés au-dessus de l’axe des quantités réelles. 


172. Reportons-nous aux formules (XXXIII) qui permettent 
de passer des fonctions du, ¢,u aux fonctions 3,(¢), Siern) 
On obtient des identités importantes quand on développe les 


deux membres suivant les puissances de » = et que l’on égale 
Pp q 5 


24 
dans les deux membres les coefficients d’une méme puissance 
de v. Les développements des premiers membres, ou figurent les 
foncuions ou, 3,u résultent immédiatement des formules (IX, ) et 
(XI,); quant aux seconds membres, on n’aura Chee remplacer 
e?%:"* nar son développement en série et 3, (9), Sasi (e) respec- 
tivement par 


Pe, 1 v3 Si 
5 ak0) l Ton 3) J1(0)4 


y2 P ve 
Jats (0) — Sa41(0)-+ —— ake (o)+.. 
1.2 {tei} 
Choisissons, par exemple, parmi les formules (XX XIII), celles-ci : 


E2010 ,97 | 


Sinsenl(O) 
2 2 O1 
CAG, oy, — Se oy 


at+1 (0) 

En écrivant, d’une part, que, dans le développement de ow, le 
terme en wu? manque, de l’autre, que, dans le développement de 
2 


e e3 
G,u, les coefficients de u? et de u* sont — —, i = = 
2 


par conséquent, les coefficients de »? et de 9! sont — 2e,w? et 


» el que, 


2 P : 
(2 — 203) wy, on trouve de suite 


; on F240) 
(1) 2410, = 6 5‘ (0)’ 
Co” 
(XXXIX) ¢ (2) 241 01 =— 2e,0? — xu Jat (0) 
2 Ju+1(0) 
(Ory A Wi (1v) 
(3) ontot=(—2e8)ot— nw, San — E Zen), 
2 a+1(0) ait Sarr 


La seconde de ces égalités équivaut a trois égalités; si on les 
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suppose écrites, qu’on les ajoute membre 4 membre et qu’on 
uuenne compte de la relation e, + e+ e;= 0, on aura 


641;0,;=— 


32(0) | 33(0) | Sho) 
1[BO, Bo, Hey. 
J2(0) 33(0) Si, (0) 


et, par conséquent, a cause de la premiére des égalités précé- 
dentes, ona aussi la relation trés symétrique 


Week Ove os (Oe (0). 2h.) 
XXXIX me OO 
ee 3(0)  5:(6) » S20) 3,0) 


En éhminant 7, entre la seconde et la troisiéme des égalités 
précédentes, on obtient la relation 


Soi1(0) 9 Aats(0) 


Sa+1(0) (0) S356) (0) 


= 8(¢,—12e%) w}; 


d’ailleurs les relations 


§&2=— 4( Bey + Cy eg + Cx eB), 


€a+ eR+ €y=0 
montrent de suite que l’ona 
&2—12€2 =— 4(€a— €8)(€a— ey), 


el, en séparant les divers cas possibles, on trouve immédiatement, 
au moyen des formules (XXXVI,), les suivantes 


J(0) 4 427(0) 


5, (0) 3 52 (0) = — 2m*5$(0)F} (0) =— 32(e,— €2)(e1— €3) of, 
Sw 342 (0 ENC 
(XXXIX;) a) 3 one = 27+ Js (0); (0) = 32.(€1— €2)(€2— €3) wt, 
Civ ova stp . 
S 3 223 ory = — 27* 3} (0) Jf (0) =— 32(€1— e€3)(€2— €3) um}, 


173. Signalons encore les résultats suivants, dont nous ferons 
usage par la suite. 
Si, dans Jes formules 


oh (e 7) = > eTl(tn=+20n) 


n 
Si(v | ©) = xe 1)? emit +20) | 
n 


T. et M. — II. 


oo 
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on considére, dans les seconds membres, les termes pour lesquels 
nm est pair, on voit que leur ensemble n'est autre chose que 
S3(2¢|47); les termes ot 7 est impair sont, d’ailleurs, égaux et 
de signes contraires; on a donc 


(XL) 253(29|4t)= S3(e|t)+5,(e |). 
On aura de méme 
XL, ) 23_(29|47)=33(o[t)— 2, (|), 


Quand on fait, dans ces formules, ¢ = 0, on obtient par divi- 
sion, en posant 


et en tenant compte des formules (XXX VII,_;), les relations 


4 d 
Toy ke Vee = Cees 2g +2g9+2g%-+... 
TVA el Va ee PN le i! folk 


Comme, en vertu de la relation (XXXIII,), ona 


(XL;) 6= 


J2(e|7) See 
Ss(o lc) F2(w] 4, 03)’ 


on doit avoir aussi, en remplacant 3; par 43, 7 par 47, et, par 


suite, Vk par 0, 


T)  , O1(U| 1, 403) 
) Ga(u] 4, 4s)’ 


ou encore, en changeant “uen 2 eu ¢ en 210, 


J2(29| 47) 7 T1(2U| M1, 43) 
S3(20]4t) (2%) 4,43) 


D’ailleurs les formules (XL,) donnent par division, en tenant 
compte de (XXXIII,,_,2), 


J_(20| 47) = J3(9|t)— (v9 |) x Ven eae a Veu= se, Sa 
J3(2| 47) 33(9|t)+ Si (e|7) V/e1— Cs 6g UG es oe 
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ona done finalement la relation 


NY arent a ‘ 
(XLs) G4(2U] 1,43) V ire (42) —" €y53(U| O14, 03) 
3 St ee et ee — 


aaa ——— as 7 
F3(2 U| w1, 43) Ver =e. J2(U| 4, Qaee y c= (op) o3(U | Wy, Ws) 


dont on aperceyra l’utilité plus tard. 


174. Nous terminerons ce paragraphe par quelques remarques 
relatives au cas ot. ]’on a, g étant réel, 


OO ile 


are, 3 - 5 
Quand les quantités w,, interviendront, nous les supposerons 


réelles et positives (*); enfin nous ne considérerons que des valeurs 
réelles de ». Les fonctions S sont alors des fonctions réelles d’une 
variable réelle. 

Observons d’abord que les quantités go, 91, G2, 73 sont réelles 
et positives (XXVIII, ); on voit, en outre, que ona 


JoUGit, d3<1< Qo. 


Il en résulte, a cause des équations (XXXVI,), que les quantités 
J, (0), S2(0), S3(0), 3, (0) sont réelles et positives : cette pro- 
priété apparaitrait aussi bien, pour les trois derniéres, sur les dé- 
veloppements en série (XXXYVI,); on a, en outre, 


J3(0) > F,(0). 


Les racines ¢;, €2, 3 sont réelles; la premiére est positive, la der- 
niére est négative; ona 
C1 > €2 > 63; 


les quantités V/e1— és, Ve, — €, sont réelles et positives, la quan- 


tité \/e, — e, est négative; tout cela a été démontré au n° 121 et 
résulte 4 nouveau des formules (XXXVI,) et (XXXVI,). 

La quantité 7, est réelle : elle peut étre positive ou négative. 
ainsi qu’il résulte de la formule (XXX,) qui montre clairement 


(*) Le lecteur traitera sans peine le cas oti w,z et w, sont des quantités réelles 
et négatives, cas auquel g est réel et vérifie aussi l’inégalité o <q <1. On passe 
d’ailleurs de ce cas au cas considéré par la substitution 2,=w,, 2, =— o,. 
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que l’équation en q, 
1 = 0, 


admet une racine réelle et une seule comprise entre zéro et un. 
1 
Rae) 


Les formules (XX X,_3) montrent que des trois quantilés @, + = 
L 


n if os a Sees 
Pepe le a »@3+ » les deux premiéres sont positives et la troisi¢me 

1 D4 
négative; d’aprés cela, et en vertu des équations (XXXIX,), ilen 


est de méme des trois quantités — 3} (0), — S}(o), — Sj (0); la 
quantité S7(o) est (XXXIX,) de signe contraire a 1). 


175. Considérons maintenant les fonctions 3,(¢), Sasi(¢). 

Le signe de ces fonctions pour les valeurs réelles de 9 apparait 
de bien des facons : le plus simple est de recourir aux décomposi- 
tions en produits infinis (XXXII;_,) qui montrent que J, (v) et 
S2(v) ont respectivement les signes de sinvz et cosen, et que les 
fonctions S3(°), S,(¢), qui ne s’annulent pour aucune valeur 
réelle de ¢, sont toujours positives. 

Les formules (XXXIV,_3) montrent qu'il suffit d’étudier la va- 
riation (') des fonctions 3,(¢), S2(v), J3(¢), J,(¢), en faisant 
varier ¢ deoal. 

En prenant les dérivées par rapport a ¢, on tire immédiatement 


de l’équation (XX XIHI, ) 


Quand ¢ augmente de 0 a 7 u = 20,¢ augmente deo a w, et pu 
diminue de + « ae, : le second membre diminue done de — eA 
—4w? (ec + a); or cette derniére quantité est négative; par 
J/(¢) 
J1(") 
peu plus grand que o elle est positive et trés grande, comme toute 
dérivée logarithmique d’une fonction réelle qui vient de passer 
par zéro, et ainsi qu’il résulte, d’ailleurs, de ce que S(o) est 
un nombre positif et de ce que la fonction 3, (¢) est positive dans 


conséquent, la fonction va Loujours en diminuant: pour ¢ un 


(*) -HAupHEN, t. I, p. 285. 
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Vintervalle (0,1). D’ailleurs (XXXV>2), pour ¢ = +; la fonction 
3‘ (¢) est nulle. 


Edcote sult : 
Ainsi, quandy augmente de oa 57 la fonction 


J1(°) 
. . 41 a ) oe . 
ao et, puisque la fonction S,(¢) reste constamment positive, il en 


est de méme de la fonction S| (v); par suite, enfin, S,(¢) aug- 
f Cc 


décroitde + 2 


5 i Mee 
mente. Quand ¢ augmente ensuite de Sad S,(¢) diminue en 


reprenant symétriquement les mémes valeurs, a cause de l’égalité 


$i(1— 9) =—3,(—) = 34(0). 


La facon dont varie S,(¢) pour des valeurs réelles de » est done 
tout a fait analogue a la facon dont varie la fonction sinen. 
A cause de Végalité 


I 
1 (+ ao ;) =S5 (0) 
on voit ensuite que S,(¢) varie comme coser. 


Maintenant les égalités (XX XIII,) donnent encore, en prenant 
les dérivées par rapport a ¢, 


Ciaran NS 
de Sawi(?) 


fot Ee + Wg) + | 


et, en particulier, 


d 3(¢) 


do J (¢) 


=— fw} [ Pw ws) + aT. 


Quand wu augmente de 0 A,, p(u+ 3) augmente de e; a ey; 
la quanuté entre ee dans le second membre, augmente 


ae 
donede é.--— 4 6, 4 


- La premiére de ces quantités est néga- 
4 Wy 


5 ee ~ 
tive, la seconde positive. Lors done que ¢ augmente deo a ao le 


premier membre, d’abord positif, s’annule pour une certaine va- 

SGD ) 
4 (P) 
: sae a 

quand ¢ augmente de 0 a ¢, diminue quand ¢ augmente de vy a s 


leur ¢> = ,, puis devient négatif. La fonction augmente 


elle est nulle pour » = 0, elle sera donc positive pour ¢ = 99; enfin 
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I 
pour? ——-ona 
P 2 


ros 2 or I . 
3, (5) =93(0) = go9is 2,(3) =o; 


2 


on voit donc que la fonction S/,(v) reste constamment positive et 
que la fonction S,(») augmente constamment depuis 3, (0) = qoq3 
S IS I = Ce a, PS sd 

jusqu’a J, (5) =3;3(0)= goq;; lorsque » augmente ensuite de 


ihe ae: es , 
ee 3,(v) diminue en reprenant symétriquement les mémes 


valeurs a cause de l’égalité 
Ty, i — 0) = oye se 


Ainsi, pour ce quiest du sens de la variation, la fonction S,(¢) 
se comporte comme ferait la fonction 1— 2qcosanp, si g était 


: I , 2 
plus peut que . de méme, la fonction 33(¢) se comporte comme 


: . . Pity 0 . F 
ferait la fonction 1+ 2q¢g cos27¢, sig était plus petit que = 


IV. — Transformation linéaire des fonctions S. 


176. Nous avons supposé jusqu’ici que les quatre fonctions S 
étaient formées avec le méme couple primitif 2,, 203, ou plutot 


3 . ) 
— Supposons maintenant que lon 
On 


avec le méme rapport 7 


remplace le couple (2,, 23) par le couple proprement équiva- 
lent (22,, 23) tel que l’on ait 


Q; = aw, + bos, Q3 = cw, + dws, 


ota, b,c, dsont des entiers qui vérifient la condition ad—be=1. 
Cela reviendra a remplacer 


= BEM. s= CAAT cs q = etn, 
par 
#} 1 
Se RS iin eee eee eer 
20, a+bt a+bt y 
Niy M3 par 


Hi = @y1+ b4;, Hs = cy, + dys, 
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et enfin qo, Gis Jo, Js pat les quantités Qo, Q1, Qo, Q3 formées 
au moyen de gcomme qo, G1, J2, Y3 au moyen de gq. On obtien- 
dra ainsi quatre nouvelles fonctions que nous désignerons par 


Si(v[T), S2(v[T), Ss(v[7T), 3,(v[7). 


Si l'on applique les*formules (XXXII,_,) aux fonctions 
3(w|2,, 23), 0,(u| 2), 23), F(uw|2,, 23), o3(u]2,, 23) qui ne 
sont autres que les fonctions du, ou, ou, oyu formées avec les 
demi-périodes w,, ws et affectées d’indices 4, vu, v dont la valeur 
est fixée par le Tableau (X.X,), on trouve de suite 


al 
(1) —Q3o'cu =eMiAVS,(v| 7), 


2% 
(XLI) (2) 20 070% o),u = e2Ms:V* 3, (v| 7), 
(3) qa euu = etMnv? S,(v | 2), 
(4) 


0903 Oye e? BOYS, (v |r) 


et ces formules, si l’on connaissait A, »,¥, fourniraient, par la 
comparaison avec les formules mémes d’ot on Jes a urées, des 
t), 3(v|r). Les formules 
(XXXUI,_;2), appliquées de la méme facon, permettent de faire 


relations entre les fonctions S(¢ 


un pas de plus. 


177. Mais il convient tout d’abord de faire, sur la significa- 
tion des radicaux, quelques remarques analogues a celles du 
ne2429: 


Dey 4} = 
Les quantités \/£2— £3, 


A 


E,— E3, Es —r, doivent étre dé- 
finies par les formules 


XLI; \ E, — E3 = = 0) Q2 

( ) st 3 2Q4 ON 2) 
‘ E Kg = Q0Q 

\ 1 2 2Q4 0N3) 


% mee “ T 5 F 
ou, dés que l’on a fixé la signification de ae il ne reste rien 
224 


darbitraire. Or, si l’on remplace £;, £2, E3 par €, ey, ey, rien 
n’autorise a penser que les racines quatriémes que Von vient de 
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définir soient les mémes que celles qui sont définies par les for- 
mules (XX XI); ainsi, si l’on a Fp =@y, E3 = €3, On ne peul 


4. a : 
nullement affirmer que (/£» /€y— €3, mais seu- 


| eS ta ; ij ee nye 

ement que \/E2— Es est égale a \/€, — es multiplée par une 

racine quatri¢éme de Vunité. En général, les quantités (r2— £3), 
9 


(E;— F3)?, (E,;— Ey)? sont identiques aux quantités (é, — é3)?, 
(€,— @3)?, (€; — e)? rangées dans un certain ordre, en sorte que 


4 


; ae 4 oe 
Yon peut affirmer que les quantités VEo— E3, VE; — E35 /E1 — Eo 


c F : ie tA) epee en aa so a 
sont respectivement identiques aux quantiles Ves —3, Ver B55 
4 


e,— €, rangées dans uncertain ordre et multipliées chacune par 
une racine huttiéme de l’unité convenablement choisie. 

De méme, en conservant a G le méme sens qu’au n° 101, il est 
clair que lon a 


(E2 — Es)? (E1 — E3 )? (E1 — Ez)? = ( @2 — €3)? (€1 — €3)? (€, — €2)? = G, 


et la formule (XXXI,) montre que l’on doit avoir 
mass A 985 1 
(XLI,) eVG =i — =O, 05. 
Qy 
e élant une racine huitiéme de lunité convenablement choisie. 


178. Quoi qu'il en soit, il est manifeste que, en adoptant ces 
notations, les formules (XXXIIIy_,.) nous donnent les suivantes 


7> 2Q * 9 720 5 

(7) eVG (/ 28 == tema (VT), 
= (— 2 Q 

(8) Vine E3 an Oyu = TePHOeV® (Nt) 
v 

(9) Ve ay/ 2 * ty U= CHV S,(v| 7), 


2Q4 25 
, (10) Vem /22 Cap = PMOL Evi ty). 


(XLI) 


Reprenons maintenant les formules (XX XHI)_,») elles-mémes 
et observons que les trois derniéres entrainent la suivante 


a 


i" D4 9 
Ve y Ty UW 8, EPMO? Fa (), 


ole, est égal a quelque racine huitiéme de lP'unité qui peut d’ail- 
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leurs dépendre de «, 8, y. Appliquons cette formule en prenant 
pour les nombres «, 8, y successivement les nombres i, », v; , 


4 4 a a 
v, A; v, A, p et observons que \/z,— 3, /E,;— F3, \/E1— Ea ne 


peuvent différer respectivement de V/eu— Cy. ee Cn, Vo,— ey, 
que par des facteurs égaux 4 quelque racine huitiéme de lunité; 
comparons les formules ainsi obtenues aux formules (XLI,_,), et 
la formule (XLI,) a la formule (XXXIII,); observons enfin que la 
différence 27, w,02— 2H,Q,v? se réduit manifestement, en vertu 
de la relation 7,03 — 730, = =, a lexpression beyzi et nous 


parviendrons au théoréme suivant : 


Quels que sotent les entiers a, b,c, d vérifiant la condition 


ad — be=1, 0n aura, en désignant pars, ¢', e", ” des racines 


huittémes de Vunité dont les valeurs dépendent de a, b,c, d, 
les formules que voict 


(1) ¢ Vat bcebvrmS, (p(t) = (v| 7), 
(2) ef fat be ebm Sy. (97) = B(v| 7), 
@)) "Va + bz ebm S 4 (o| 7) = 33(v| 7), 


(4) Va—+ bx eb Sy 4(9|t) =3,(v] 7), 


(XLII) 


ow les nombres ),p, v sont donnés en fonction de a, b,c, d 


par le Tableau (XX). 


179. Il reste 4 déterminer, dans chaque cas particulier, les ra- 
cines huitiémes de l’unité ¢, ¢’, <”, ¢”. Nous observerons tout 
@abord que ce n’est pas d’une racine huitiéme de lunité qwil 
s’agit vraiment, mais seulement du signe d’une racine carrée. 

En effet, pour chacun des six cas du n° 128, nous avons déter- 


miné, sans ambiguité, dans le Tableau (XX,), les valeurs des ra- 


dicaux VEs— E3> ver — Es, VE —r». Dés lors les racines qua- 


ae —— 7 ae , 
triemes /E2— E35 Eq — £3, Vey — Ep ne peuvent avoir que deux 
valeurs égales et de signes contraires, et c’est entre ces deux va- 

urs qu'il s’agit de choisir. Nous allons d’ailleurs montrer que 
le il s’ag 
quand le choix a été fait pour lun des radicaux, il s’impose pour 
les autres: en d’autres termes, on peut exprimer, sans ambiguiteé, 
trois des quatre racines ¢, ¢’, ¢”, ¢” 4 aide de la quatriéme. 


Remplacons, par exemple, dans l’égalité (XLII,), v successi- 


ha 
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I 
vement par Nase VW 


i! I i I { 
Tm 37 
Ng? 2 


I £. 
—T et, par consequent, 
2, 


a I I I 
ppary (ae bz), 9 15 \e a2), BAP Ga C) ct (Oa de 
En faisant usage des formules (XXXIV), en réduisant et en 
comparant les résultats obtenus aux trois égalités (XLII._,), on 


obtient aisément, dans les six cas du Tableau (XX,), pour 


Ae Aig 


e! 
rapports ae 


(XLII) es 


co 7 , Us , 
—, —; les égalités 
7 oS 


ab ' 
5 Ham 
=w* an 


b+ed i) 
= +bc+a+c+m 


I 


d 


cd 
poe +c—1+m"” 
<r 2 


] 


les 


ott m', m”, m' sont trois nombres entiers dont la valeur est donnée 


par le Tableau suivant : 


1, 


(XEN, |= 


6°. 


ml" d 


Il s’agit donc finalement de déterminer seulement ¢, dont la 
valeur, comme nous V’avons fait observer plus haut, ne dépend 
que du signe d’une racine carrée. La détermination de ce signe en 
fonction explicite des nombres a, b, c, d est un des problémes 
difficiles de la théorie qui nous occupe: ila été résolu pour la 
premiére fois par M. Hermite ('). Avant de donner la solution de 
ce probléme, nous commencerons par indiquer un moyen qui per- 


(*) Sur quelques formules relatives a la transformation des fonctions ellip- 
tiques (Journal de Liouville, 2° série, t. II, p. 26). 
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mettra de déterminer effectivement la valeur de ¢, toutes les fois 
que les nombres a, 0, c, d sont donnés. 


180. Nous effectuerons d’abord cette détermination pour les 
deux substitutions propres 


qui, par répétition et combinaison, engendrent toutes les autres. 


Pour la premiére de ces deux substitutions, on a 


Q,=, Q3 = W1+ Ws, 
Hi = 1) H3= 1+ 73, 
donc 
1 7, bee (T+1) Te 
Pe eS iy Y=Se Q=-q, ot=Vigrt=e * , 


Q0= Jos ai= 1; Q2 = F3, Q3 = 2 


et l’on est manifestement dans le cas 2° du Tableau (XX,z), 
OUR 1, wo SV 9. 

Il serait done aisé, dans ce cas particulier, d’arriver au résultat 
en se servant des formules de transformation pour les fonctions ¢ 
et des formules de passage des fonctions ¢ aux fonctions 3 : en 
effet, les résultats précédents et les formules (XLI;, XX XI, ) four- 
nissent sans peine les relations 

4 /———_ 1 ae ee eS : = 
\/E2— F3 = V/ sap 2Vig' Gogi = VE Co Ca, 


C= TT 1 ee 
VE1— E3 = \/ 093= V/e1— é2, 


2W4 


——— T > 4 
VE, — Ep = (/ VIZ= Ve1— a, 


2Wy 


qui permettent dachever les calculs. 


Mais il est encore plus simple de recourir aux formules 
(XXXII,_,) qui définissent les fonctions S. On voit immédiate- 
ment, sur ces formules, que, par le changement de g en —q, les 
fonctions 33() et 3,(v) s’échangent, tandis que les fonctions 
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gq *S(9) et ase) restent invariables, et l’on parvient ainsi 
aux formules 

(1) S(e}s+1)=Vidi(|*), 
(XLII) (2) S.(¢|t +1) = Veen(o'|=); 

(3) S3(o|t +1) =5,(9] 7), 

(4) S(e|t-+1) = 33(¢|7). 


On voit que, dans le cas considéré, en supposant que l’on 


prenne //a + bt =\/i=1, ona 
mw 


eM a ee a Weel i 
e=ed= Vi, &€ =>=€ =I. 


Ce résultat est d’ailleurs conforme au Tableau (XLII, ). 


181. Pour la seconde des deux substitutions considérées 


onadad—o0O, == 15 c=—I, == Ox 
Q) = Ws, 23=— 1, 
Ni = 43, Se ee UL) 
donc 
1 ° a = 
4 Him ae 6) i = 5) = yt 
T £ Wy 


et l'on est manifestement dans le cas 5° du Tableau (XX,), 
ot A= 3, u=2, v=r. Les formules (XLII,_,) donnent donc 


9 I cee! 

(: 7) = 6 Ce. © yo | <), 
S (: I 
Om) = 

v v 


r _ 2 ht 
— 2) a” V/2e F353 (0 |), 
< 


ets 


=e Vre * 3,(e|7), 


I 


er TE 


ei! Vre * So(e]c), 


et l’on a, d’aprés le Tableau (XLU,), 


’ " m 
€ ‘. € : € 


=, —=1 


& 


Portons notre attention sur la troisiéme des formules précé- 
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dentes ot figurent des S de méme indice et que l’on peut écrire 
ee Te 
Seca e I 
Pacl-y 
= z = 
SUT ire = Lee, 
ve S3(e |) 


Le second membre de cette égalité apparait comme une fonc- 
tion univoque de ¢ et de +; » ne figure pas dans le premier 
membre. On pourrait craindre que la détermination du premier 
membre ne dépendit de la valeur de v, en sorte que le second 
membre fat toujours égal a Pune des déterminations du premier, 
mais tantét a l’une, tantét a l’autre, suivant les valeurs de ». On 
peut bien prévoir qu’il n’en est pas ainsi, puisque, + étant donné 
et \/z étant choisi arbitrairement, ¢’ doit étre entidrement déter- 


miné; mais il est bien aisé de le reconnaitre autrement. On véri- 


. , Vv 
fie de suite, en effet, que les zéros de 3s ( 


I 0 . 
= *) coincident avec 
v 


v 


les zéros de S3(¢ 


7), el, comme ces zéros sont tous simples, il est 
clair, d’aprés sa forme, que le second membre ne peut étre qu’une 
fonction continue de v; il ne peut donc passer d’une valeur con- 
stante 4 une autre valeur constante; il ne peut étre égal qu’a une 
seule et méme constante, et l’on a, en particulier, 


o J 

Ss (ot—= 

7 1 15 
? 


% fe 33(0|7) 


ce qui fixe bien le sens de e” quand < est donné et que la détermi- 


nation de Vis est fixée. 

Le premier membre ne peut prendre qu’un nombre fini de va- 
leurs déterminées; le second membre apparait comme une fonc- 
tion de z sur laquelle nous allons pouvoir répéter a peu prés le 


raisonnement précédent. Fixons tout d’abord le sens de yt. La 
partie imaginaire de + est positive; on peut donc poser 


cs pe, 
en supposant que les nombres réels ¢ et 9 vérifient les conditions 


OK One Oleic: 
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Nous adopterons pour Vis la détermination 


en supposant ve positif; le point \/z est alors situé dans langle 

formé par l’axe des quantités réelles positives et l’axe des quan- 

tités purement imaginaires a coefficient positif; il se déplace d’une 

facon continue dans cet angle quand le point t se déplace d'une 
C ee | P \Y 

facon continue au-dessus de l’axe des quantités réelles. Cette dé- 


termination de \/z étant adoptée, la quantité 


[ © 


Va 93(0|7) 


est une fonction uniyoque et continue de 7; c’est donc une seule 
el méme constante. 


Si nous prenons, par exemple, 7=7, p=1, 9= re nous au- 


rons 
I 93(0|9— 1 


af 
ec Fae) 


© fi Salt) Vi 


yeas O eth eli ae a ie 
d’ou, puisque ¢’, e”, e” sont égaux a Ze, 


I t al a" 


5 fe © 4 =-.. 
ivi vi 


Finalement les formules de transformation sont ici 


tVe 


Vt Tive 


= = ¢ Tt a,(?[7), 


Oe aa ce: 


(XLII) 


= 7t2e3 
= ve e7* 3,(9]7). 


ie vs oe Sales 
(8) &, ) 


On observera que, dans ces formules, la partie réelle de Ve est 
L 
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positive. On a, en effet, 


Beeps 
va = vile! 3 


0 ™ Mee : j 
elt cos (5 = a) est un nombre positif, puisque 0 est compris entre 


182. Ces formules se rapprochent naturellement des formules 
(XXXII,_;.). En changeant, par exemple dans la premiére de ces 


I O° s -) 
formules, t en — — et ¢ en -> il vient 
Tt v 
Tiv? Ti 
v I —- (n+ a) 
m(f[—t)=36% ee ; 
Ee c U 
n 


d’ou, en comparant a la formule (XLII;), 


scorn Sener), 


En changeant, sous le signe Sh nen —n, on obtient donc la pre- 


miére des formules du Tableau suivant, dont les autres se dédui- 
sent dela méme facon : 


Ti(e|t)= EY ey) 


Vi ee otis 
SCAR waa e ; 


33(9|7)= Pe 


7 


(XLIV) 


ye) =) ae) 5 


vi est linverse de UE et doit donc avoir sa partie réelle positive. 


vc vi 


183. Pour » = 0, les formules (XLIII,_;) nous donnent les re- 
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lations 
(9) Mo|t+1)= i354 (a|*), 
(XLII) (10) S| 7+1)= Ve% (7), 
(1) J (O)| c= 1) =, (0) ey), 
\ (12) S(ol++1)=53(0|*); 
| (13) 3,(0|— +) =—Vievs%i 019), 
/ S aa 9 Ve = 
cat i 21(0 {|= eae )s 
, 4 a : Vig, : 
iE #,(0|—2)= vi (017), 
(16) % (ol) = 72 92(01 5). 


184. A ces relations se joignent immédiatement celles qui con- 
cernent les transformations linéaires correspondantes des fonc- 
tions h(t), 9(t), Y(t), y(t). 

Lorsqu’on remplace t par 7 +1, g est remplacé par — q, qo et 
qi restent inaltérés, tandis que gz et g3 s’échangent; on a donc, 
sur la définition méme des fonctions h(t), 9(7), ¥(*), %(*), 


(1) a tS 
(2) CC Ve 


iy 
(XLV) 
(3 ) v(t 1)= Key 
Oe: ine - 


185. Lorsqu’on remplace + par — _ on déduit facilement la 


relation qui concerne h(z) de la relation (XLIII,,) en faisant 
usage de l’égalité 3S (0) = 27h?(c). On a ainsi 


hs (— =) =— Vir Vt h3(c) 
et, par suite, 


h(—2)=¢yen(x), 
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ou Cest une racine de l’unité. On a déja fait observer (n° 181) 


que Vis est une fonction univoque de 7; en répétant les raisonne- 
ments de ce numéro, on voit eae que C ne dépend 


pas de 7; d’ailleurs, pour 7 = 7, on a C= —; il vient donc fina- 


7; 


lement 


(XLV;) h(— = alt ve = h(s). 


Quant aux fonctions o(7) et He on a d’abord (XXXVIII;_,) 


donc 


ot le signe ne dépend pas de +. Mais si l’on suppose 7 purement 
imaginaire, les fonctions 9 et ¥ sont réelles et positives; on a donc 
dans tous les cas , 


(XLV) e(—2) =490) 


“Ar 


et, ce qui est la méme chose, 


(XLY;) ¥ (==) =2@). 


Enfin la relation o(7) ¥(t) = y3(t) montre que l’on a 
Vou 


en désignant par C une racine cubique de Punité qui est la 
méme, quel que soit 7. En observant que pour une valeur pure- 
ment imaginaire de 7 la fonction (+) a une valeur réelle et posi- 
tive, comme il résulte de sa définition, on voit que C est égal a 1; 
on a donc 


(XLV) x (2) =x(). 
T. et M. — IL. 


a 
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186. Les formules qui précédent nous permettent, par répéti- 
tion et combinaison (n°149), d’obtenir, chaque fois quea, b, c,d 
ont des valeurs numériques données, les formules de transforma- 
tion linéaire pour toutes les fonctions considérées. Le probléme 
de la transformation linéaire des fonctions J et des fonctions 9(7), 
U(z), (7), h(z), peut donc étre considéré comme résolu. 

Parmi les substitutions linéaires dont on fait souvent usage, 
nous citerons les suivantes, oll m et n sont des entiers quel- 
conques, 


7 


o(t+2an) =r), 


(XLVs) 
xy — 
] (a) sates 

v(t+2n) =V(t), v(t +2an+1)= cae 
(XLV10) n a 

! = 77" 

(=) aes 

y(r+an) =i y(), 
(XLV 1) 


c \ Bae : 
HES eo 


elles résultent immédiatement, par combinaison et répétition, des 
formules précédentes. 


187, Le Tableau (XX,) permet d’écrire immédiatement, dans 
les =six__.cas, -possibles,) les) valeurs, de ¥o1(a )==k(z) et de 
v(c) = A(x) en fonction de o*(t) = (7) et de 44(<) == Ae). 
Il suffit pour cela de tenir compte des relations 


VE1— Es VE1— Es 


hayeus Be, k(n) = VEEP 


Mais les résultats précédents permettent d’obtenir davantage; 
on peut, en effet, en déduire 9?(r) et ¥?(r) en fonction de 02 (7) 
et de 42(c) dans les six cas considérés. En faisant usage des for- 
mules (XLII) et en posant 


ea(n=eVvkrn=V¥i, Pr)=V¥F)=Ve, 
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ona 
Jia Slot) _ & Spas(ols) _ Fader tm me Syai(o] 2) 
33(0|T) eo” Syu+1(0 |7) Sy+1(0 | 7) 
Vike 3,.(0| 7) my e” sy41(0] 7) e —S-1—be— am" —m" Sy41(0] 7) 
J3(0[T)  &” Susi (o| 7) Just (o[t)’ 


dot. résultent immédiatement, en tenant compte du Ta- 
bleau (XLII,), les formules annoncées dans les six cas du Ta- 


bleau (XX,): 


Les Dk Be, Ke, iS 6°. 
cd Cay ays cd cd d d /7n 
Rese ues! So rae eter Ur UMS Hee eae ie 
/ V vi US De ; 7. 5 
Vk Vk Vk k 


ab ab ab /7W ab l 
Vahey Mate pega VR VE 
Jk’ Vk Vk 


ab 
12 Wk i 2 Vk 


Sur ce Tableau, on observe immédiatement que les quantités 
o8(r) = k?(r), b8(r) =k" (r) ne sont susceptibles que de six 
valeurs, savoir : 


—k I I eae 1— k?2 
? ? ? SO ls i a 
lay Se : ke 


2 
12, 


Ces six valeurs sont précisément celles que prend un rapport 
anharmonique quand on y permute de toutes les facgons possibles 
les quatre éléments. 


188. Les formules (XLV) nous permettent d’établir quelques 
relations importantes qui nous seront utiles plus tard; ces rela- 
tions concernent les invariants de toutes les substitutions linéaires, 
et c’est sur ce point que nous allons maintenant fixer notre atten- 
tion ('). 


(*) Voir RAUSENBERGER, Theorie der periodischen Functionen, p. 367. 
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Les formules (XLHI) mettent en évidence ce fait que chaque 


fonction symétrique entiére de degré n, des quantilés 
F3(0]7), F$Ols), F|7), 
ne change pas lorsqu’on remplace + par 7-+-1 et se multiple 


5 I 
yar 74”, lorsqu’on remplace + par — -- 
I ? q p I z 


Le quotient de deux fonctions symétriques entiéres, de méme 
degré, des quanttés 


$0|t), F3Olt), FiO] 7) 


ne change donc pas lorsqu’on remplace +t soit par t-++1, soit 
§ P q ) 


I 5 
nar — —; il ne change donc pas lorsqu’on effectue sur 7 une trans- 
i § 


G 
formation linéaire quelconque. 
Parmi ces quotients, les plus simples sont ceux que l’on peut 
former a l’aide des trois fonctions symétriques élémentaires 


J8(o|t)+ S8(o|7) + S$ (o] *), 
5§(0]s)33(0 |<) + 33(0|z) 34(0| <) + 34(0| =) 3802), 
5§(0| =) 3$(0|+) 330] <): 


Considérons en particulier le quotient 


[$0] =) +330] 2) + S8(0l =) 2, 
Si(o[=)Si(o[=) Sls)” 


il s’exprime simplement en fonction de £2. En tenant compte de 
la définition (XXXVII,_2) de V/A, \/A’ et de la relation k2-+ k2=1, 


on trouve immédiatement pour sa valeur 


8(1— k2+ k+y® (1+ ke + k'4)3 
k*(1— k?)2 eG Tee kel 


On désigne habituellement par J(z) et on nomme invariant 
absolu des fonctions doublement périodiques la fonction de <, 


(1 — k2+ 4)3 


XXXVII tt) = 
( Vi 8) J( ) k*(1 — k2)2 5) 


nous venons de voir qu’elle ne varie pas lorsque lon effectue 
sur 7 une substitution linéaire quelconque (ad — be = Let que 
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Vona 
[3§(o|z) + S80] +) + S80 2)) 
33 (0|t) S$ (0| t) S$(0| 7) 


== 3. (Gak 


De plus, comme la relation (XXXVI, ) 
Si(o] 2) = S$(0] t) + Sk (0|t) 
entraine la suivante 
J§(0| 7) 3§(o| +) + S§(0| 7) Sh (0| t) + S(O] 7) 3$ (| 7) 
= (381+) +33 0|) + Slo, 
on voit, en appliquant le théoréme fondamental sur les fonctions 


symétriques, que tout quotient de deux fonctions symétriques 
quelconques, de méme degré, des trois quantités 


J8(O| t), 280] t), SEO|), 
est une fonction rationnelle de J(<). 


189. Il est facile d’exprimer J(<) en fonction des invariants ¢» 
et g;. Gomme on a 


€3— 63 


ke= 


? 
C1 &3 
il vient immédiatement, en tenant compte des relations 


Q4 + @2+ €3=—0, 


2 
C) a+ €2 63+ C304 = —_ ea), 


4 
I 
G = (€,— @3)?(€3— 1)? (€1— €2)? = 76 (82 — 2783), 
la formule 


CXXRVIL, os) (Gy ae 
4(83 — 2783) 


Dans les notations de M. Weierstrass, on envisage souvent le 


quotient 
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comme invariant absolu. Entre J(z) et cet inyariant, on a immé- 
diatement les relations trés simples 


&3 

3 gh 
Maa ace, 
t 

2783 

oo ee 

eo 3 

2783 Ia)—5 


V. — Généralités sur les transformations linéaires. 
Transformation linéaire des fonctions 9(7), ¥(7), y(c). 


190. Pour établir les formules de transformation linéaire géné- 
rale pour les trois fonctions 9(7), 4(z), y (+) de M. Hermite, ce 
qui, d’aprés le Tableau du n° 187, revient a la détermination d’un 
signe + ou — qui peut dépendre des quatre entiers a, b, c, d, il 
nous faut d’abord commencer par étudier de plus prés ce mode de 
transformation. 

Nous désignerons sous le nom de transformation linéaire \’o- 


aes ; : . 1 = e+ dt - 
pération qui consiste 4 remplacer + par ————> a, b, c, d étant 


She bc 
quatre enters qui vérifient la relation ad — bc = 1; elle se repré- 
e+ dt 
sentera par le symbole (Se): 


-f/e+d c+d't . 3 
Si sal, ( —,- ) sont deux symboles de transformation 
a+ bt a+ 6't 


linéaire, le symbole 
(= SS) 


/ 


a+bt a+b 
représentera l’opération qui consiste a remplacer t par 
p Pp 


c+d oes 
, at bic COE dc'+- (cb! + dd')= | 
e+dt aa'+ be'+ (ab'+ bd’)r’ 
a+ b ——_ 

CPI ING 


cetle opération est manifestement une transformation linéaire. 
Elle sera dite composée avec les transformations 


a) c+ ad't 
a+ bc)’ fae) 
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ont dl" 
a+b" 


mation linéaire, le symbole 


De méme, si ( ) est un troisiéme symbole de transfor- 


Gosia Casale Gla ghite 
atbie a+b a’+_b't 


représentera l’opération qui consiste a remplacer 7 par 


Ce d't 
Oh SS 
c+ d's’ 
a + b's 


ca’ + de’ + (cb' + dd') 


aa'+ be'+ (ab'+ bd’) 


et lon voit sans peine que cette opération est encore une trans- 
formation linéaire. Elle sera dite composée avec les transforma- 


Sea e+ dt c+ d's Cedi 
Gabo, NGeeo cl Vala obs) 
e+dt 


L’opération qui consiste a remplacer + par ——— est iden- 
a+bt 


tique a l’opération qui consiste a remplacer respectivement w,, w; 
par aw, + bw 3, cw, + dw; : c’est Popération que nous avons dé- 
signée au n° 146 sous le nom de substitution, et que nous avons 


3 n Ge (a 2 a 
représentée par le symbole C a)3 en sorte que, si l’on con- 


serve les notations des n° 146-147, on voit que ’opération 


( CaS Che Citak G5 alls 
»} b) 
GF ie oh OF Sa BE 


% 


revient a la substitution (') 
Geb GE MB \ Gk Mb 
cd) \c' a) Ce 


U est clair que dans un symbole de transformation 


etd cde dat 
(= be Bees at b's ‘), 

on peut grouper ensemble deux ou plusieurs termes consécutifs, 

de méme que dans un produit symbolique de substitutions on 

peut remplacer plusieurs facteurs symboliques par leur produit 

effectué. 


(*) Voir, en particulier, la note finale du n° 146, t. I, p. 24r. 
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L’opération qui consiste a remplacer + par 7 est la transforma- 


lion identique. 
PGE a (he, 
d— bz 


Ne le symbole de transformation 
C20 =6E OG 
a+b. d—br 


représente aussi la transformation identique. 


La transformation ( 
( e+ dt 


) est la transformation inverse de 


a+ bt 


191. Le théoréme établi aux n° 148-150 peut maintenant s’énon- 
cer de la facon suivante : Toute transformation linéaire peut 
sobtenir par la composition de transformations de la forme 


Gomes (— =): D’ailleurs, la répétition de z transformations de la 


forme (t+ 1) équivaut a une transformation de la forme (7 +27); 
la composition de deux transformations de cette derniére forme 
reproduit une transformation de méme forme; enfin, la composi- 
tion de deux transformations (= ) reproduit la transformation 
identique, qui n’a pas d’influence. Rien n’empéche donc d’énon- 


cer ce théoréme de la facon suivante : 


Toute transformation linéaire peut étre représentée par un 
symbole de la forme 


il I I 
(pm tet my = tytn 5); 
Tv Tv 


Ny, Mz, 3, «-» étant des nombres entiers positifs ou négatifs. 


Le premier et le dernier des éléments de ce symbole peuvent 


. I 
Wailleurs étre de l'une ou de l’autre des deux formes +--+ n, — -- 
Tv 


5% — 27 


Par exemple, la transformation ee 
: ts Seal 


) peut se représenter par 
le symbole 


I é I s 
(r+2,—2, T3225), 
Vv v 


c est-a-dire que l’ona 


Die ae ee I 
Ja=6 ss j 
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192. Nous dirons qu’un ensemble de transformations linéaires, 
en nombre fini, constitue un groupe si la transformation iden- 
tique fait partie de cet ensemble et si toute transformation obte- 
nue en composant deux transformations de l’ensemble apparuient 
aussi a cet ensemble. D’aprés cela, l’ensemble de toutes les trans- 
formations linéaires constitue un groupe. L’ensemble de toutes 
les transformations linéaires obtenues par répétition et combinai- 


. I . . 
son des deux transformations (7+ 2), = *) constitue aussi un 
% 


groupe. Si dans un groupe de transformations linéaires on peut 
en isoler un nombre fini ou infini qui, prises dans leur ensemble, 
constituent un groupe, ce groupe partiel sera dit un sous-groupe, 
contenu dans le groupe total. Ainsi, le second des deux groupes 
précédents est un sous-groupe contenu dans le premier. 

Nous appellerons fonction modulaire (') une fonction uni- 
voque de + qui reste invariable pour toutes les transformations 
linéaires d’un groupe. Telle est, en particulier, la fonction J(‘z), 
qui reste invariable pour toutes les transformations linéaires. 

Si une fonction univoque de 7 reste invariable pour quelques 
transformations linéaires, ensemble des transformations qui 
laissent cette fonction invariable constitue évidemment un groupe; 
en effet, la transformation identique fait partie de cet ensemble, 
puisque la fonction est univoque, et la transformation, composée 
de deux transformations linéaires de l’ensemble, laissant la fonc- 
tion invariable, comme les deux transformations composantes, 
apparuiendra de méme a l’ensemble. On dit du groupe ainsi formé 
que la fonction considérée lui appartient. 

Une fonction univoque de 7 qui, lorsqu’on fait subir a 7 une 
transformation linéaire quelconque, ne peut prendre qu'un 
nombre limité de valeurs, est manifestement une fonction modu- 
laire ; elle appartient au groupe des transformations linéaires 
qui laissent cette fonction invariable; telles sont les fonctions 
k(z), k(x), o(7), U(), y(z) précédemment définies, et qui sont, 
comme on l’a vu plus haut (XXXVII,), (XXXVIII;, ;,;), liées al- 
gébriquement a la fonction J (7). 

{’étude des fonctions modulaires, qu’il convient de faire re- 


(+) Cette dénomination est due a M. Dedekind. 
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monter 4 M. Hermite, a été l'objet de développements considéra- 
bles, dans lesquels nous ne saurions entrer ici ('). En s’affran- 
chissant de la restriction, qui consiste en ce que les nombres a, 
b,c, d sont rationnels, on entre dans le domaine des recherches qui 
ont illustré le nom de M. Poincaré, recherches que les travaux de 
MM. Schwarz, Fuchs, Klein avaient d’ailleurs préparées. 


193. L’un des problémes qui se posent le plus naturellement 
est celui-ci : étant donnée une fonction modulaire , déterminer le 
groupe auquel elle appartient. Nous allons l’aborder pour les trois 


fonctions 9(t), Y(t), y(7). 


Considérons d’abord les trois fonctions 


y2*(7) GS) 
A = y2# ca) pea ) cC=—=4 2 
LD @2*(7) U24(<) 


On reconnait tout de suite, en vertu des relations algébriques 
qui lient les fonctions 9, t, y, qu’elles ne peuvent étre égales 
que pour des valeurs particuliéres de 7, faisant acquérir aux fonc- 
tions ©, v, ‘y certaines valeurs déterminées : comme il est évi- 

ieee Gy) 
dent, sur leur définition, que ces fonctions ne sont pas des 
) ’ q 
constantes, on voit que les fonctions A, B, C sont, en général, dis- 


tinctes. Or l’effet des transformations (7 1), (— :) est de les 


ranger respectivement dans les ordres 


Cc, B, A, 
Oe ing Sa 


Toute transformation linéaire, étant composée avec celles-la, 
ne pourra done avoir d’autre effet que de reproduire ces trois 
fonctions, rangées dans un certain ordre, et chacune d’elles ne 
peut prendre que trois valeurs quand on effectue sur t une trans- 
formation linéaire quelconque. 


(*) Voir, en particulier, les nombreux Mémoires de M. Klein dans les Mathe- 
matische Annalen, et son Livre Zur Theorie der Modulfunctionen, ainsi que le 
Mémoire de M. Kiepert dans le Journal de Crelle, t. 87. M. Hurwitz ( Mathe- 
matische Annalen, t. XVIII, p. 528) a montré comment on peut enyisager les 
fonctions modulaires directement et sans passer par l’intermédiaire des fonctions 
Théta. 
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Cela s’accorde avec ce fait que ona 


J(t)= [1— 98(<) v8 (<))3 = eit Goal Oc 
et8(t) Y8(c) eo) 


L’équation du troisiéme degré en wu, 
(u—1}3+ J(t)w=0, 


que vérifie la fonction y?‘(z), montre bien, en effet, que cette 
fonction ne peut prendre que trois valeurs pour les transforma- 
tions linéaires qui laissent J(+) invariable, et les trois racines de 
cetle équation sont précisément A, B, C. 


194. Les formules (XLV) montrent clairement que les trans- 


I ‘ 3 5 : , 
formations (t= 2), (— =) laissent la fonction A invariable. Ré- 
tT 


ciproquement, toute transformation linéaire qui laisse A inva- 
riable peut étre obtenue de cette facon, de sorte que la fonction A 
appartient au groupe formé en composant les transformations 


(<2), (- :) 


de toutes les maniéres possibles. 


Supposons, en effet, le symbole de transformation écrit sous la 
forme 


XG Men eee 
/ 


alr 


I 
se Gi WONG “a a Ug ae 
Tv 


négligeons au commencement, s’il y en a, les termes de la forme 
1 . . . . . 

7+ 2n, — -> qui laissent A invariable, de sorte que le premier 
Vv 


terme du symbole de transformation sera de la forme + +n ot nr 
est impair; si 2 n’est pas égal 4 1, on le décomposera en deux, 
<-+n—1,7-+1, dont on fera rentrer le premier parmi ceux que 
Yon néglige et qui laissent A invariable. Les deux premiéres 


. I . 
transformations, (+ + 1), (— =)» changent successivement A en C, 


puis C en B; vient ensuite un terme de la forme + + 7. Que 7 soit 
pair ou impair, la transformation (++ 7) laisse B invariable; 


y Z I : 1, : 
puis vient un terme de la forme — = qui change B en CG; puis un 
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terme de la forme + + n’'. Que n’ soit pair ow impair, nous décom- 
1), (t-+n'+ 1); la 
transformation (s —1) change Cen A, ct nous prendrons la transfor- 


poserons la transformation (+-+ 7’) en deux, (7 


mation (7+ 7’-++ 1) comme premier terme d’une nouvelle suite 
dont nous traiterons les termes comme ceux dont nous venons de 
parler. En répétant ainsi le nombre voulu de fois le méme raison- 
nement, on arrive finalement a la conclusion suivante : 

Si une transformation linéaire laisse A invariable, son sym- 
bole sera formé d’une suite de groupes de termes tels que 


groupes de termes qui pourront étre précédés, suiyis ou séparés 
[ 

les uns des autres par des termes tels que 7+ 22, — —; on peut 
Tv 


dire encore que la transformation sera composée de transforma- 
lions ayant pour symboles 


if if I 
(t+ 27), —— }5 THT, >T+N, > T—I1), 
v Tv Vv 


ou m est un entier pair ou impair, posilif ou négatif. 


Or la transformation correspondant au dernier symbole revient 
a remplacer 7 par 


on reconnail d’ailleurs immédiatement, en adoptant cette nota- 
tion, que ona 


aT —vJ oak 
; Caer) c= 


o— eee SS 
(a3 ra Tr-1-— 2 


el, par suite, 


(n—1)t—n I I ) 
=(—-,t—2, —-,t—2, ... 
nti—n—t % : c : ye 
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le symbole du second membre comprenant nr termes de la 


> I 
forme — = et m termes de la forme col 2. Comme on peut écrire 
v 


la relation précédente entre 7, et eats 


Tr 2— 3 ’ 
- rete 
ona aussi 
I I I 
fe ee ea) T—3. = 2 — 5 BHO eS 
t cine) T—n+1 


el, par suite, en supposant 7 négatif, 


(m—1)t—7n I I ‘ 
=) (( to Se Ya =) iPS Dy 5) al 
(CG = 1th T Tt 


le symbole du second membre comprenant nm termes de la 


I 
forme + -++ 2 et m termes de la forme — -.- 


Tv 
On voit, en résumé, que les transformations qui laissent y?‘ (7) 
inyariable s’obtiennent en composant les transformations de la 


, / I A , , 
fornme( cia 2), aes =) » et pourront étre représentées par des sym- 
v 


boles de la forme 


I I 
i T +271, =, TAN, ——> ss 
c % 


Ny, 2, -.. étant des nombres entiers positifs ou négatifs; d’ail- 


leurs, le symbole peut étre limité 4 droite et a gauche par des 


I 1 
termes de la forme — - ou 7 + 22. 


195. Les transformations linéaires qui laissent la fonction + (7) 
invariable appartiennent certainement a ce type, et, en vertu des 
relations 


n 


Vie on) y (7), 


x (- =) etka), 


il est clair que Veffet sur la fonction oa) de la transformation 
précédente est de la reproduire multipliée par une puissance de ¢ 
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dont l’exposant est le sixiéme de la somme 


re Ny Ng gat <. oe 


Si done on veut que la transformation laisse y(z) invariable, il 
faut et il suffit que cette somme soit un multiple de 24. 


196. Puisque l’on a 
y2*(z) = 98(c) Y8(t) = 98(t)[t— 98(t)], 


il est clair que les transformations linéaires qui laisseront invarla- 
bles (7) ou 48(z), laissant aussi y?(z) invariable, auront tou- 
jours des symboles de la forme 


\ 


I T 
(52+ 2m, — 2; THOM, — or ose) 
v 


mais comme les transformations de la forme (7+ 27) n’altérent 


ni o8(7) ni Y8(z), et que les transformations de la forme be *) 


v 


échangent ces deux fonctions, on voit que si la transformation ne 
8 8(- 7 r i 
change pas 98(7) ou ¥8(z), son symbole devra contenir le terme 


I : ; ; k 
—-un nombre pair de fois. Il suit de la que toutes les transfor- 


mations cherchées résultent de la composition de transformations 
ayant des symboles de la forme 


- 


I I 
(t+ 2m), SEER here) i aa 


On reconnait sans peine, en répétant le raisonnement du n° 194, 
que la derniére transformation s’obtient en répétant n fois Pune 
ou lautre des deux transformations inverses 


T 4 
? ? 
1S ike Nise 


suivant que 7 est posiuif ou négatif. 


Les transformations qui n’altérent pas les fonctions p(t), 
Y8(z) pourront done étre représentées par des symboles ou figu- 
reront, n’importe dans quel ordre, des termes de la forme 


T = 2:72, 
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197. Les deux derniéres transformations n’altérent pas la fonc- 
tion 9(z), tandis que l’effet de la premiére est de reproduire cette 


fonction multipliée par \/z”. Si donc on veut avoir une transfor- 
mation linéaire qui n’altére pas 9(7), il faudra la constituer de la 
méme maniére, avec cette condition, que la somme des nombres n 
qui figurent dans les termes de la forme 7+ 27 soit divisible 
par 8. On reconnait, au contraire, que les symboles des transfor- 
mations qui laissent (+) invariable peuvent contenir des termes 
de la forme +++ 2” en nombre arbitraire; mais que le nombre 


Tv 


des termes de la forme , diminué du nombre des termes de 


v 


la forme ———, doit étre divisible par 8. 
v 


ral 


198. Nous nous proposons maintenant d’établir les formules 
qui expriment au moyen de (7), ¢(7), 7(7) les fonctions 9(r), 


U(r), y(v), en désignant par 


e+ dt 


a+bt 


une transformation linéaire quelconque. Ces formules ont été 
données par M. Hermite ('). Tout ce qu'il y a d’essentiel dans 
Vanalyse qui suit est di a M. Schlafli (?). 

Les résultats sont différents, suivant que l’on se trouve dans 
Pun ou lautre des six cas du Tableau (XX,). Supposons d’abord 
que l’on soit dans le cas 1°, en sorte que a, d soient impairs, ¢ et 
b étant pairs. Cette transformation conservera 9 (7), ¥8(z), comme 
il résulte du Tableau du n° 187; elle aura donc un symbole de la 
forme 


\ 
I 1 
Son Cae ey SS Sy) Sig, = RPO) 
Tv Tv 


les nombres a, a, .-. étant pairs, et le nombre des éléments de 


(*) Comptes rendus, t. XLVI, p. 508 et p. 715. 

On remarquera que les cas 2° et 5° correspondent respectivement aux cas V 
et Il de M. Hermite dans tous nos Tableaux de formules. Il y a correspondance 
compléte entre le numérotage des six cas dans les Formeln und Lehrsitze de 
M. Schwarz et le notre. 


(2) Journal de Crelle, t. LXXII, p. 360. 
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Lae . > . 

la forme — - étant pair. Si ce symbole commence ou finit par un 
I x 

terme de la forme — -; on placera au commencement ou a la fin 


un terme de la forme +-+ 0, de maniére a obtenir, dans tous les 
cas, un symbole de la forme 


u tt ( 
(= + a0, rage oes OG See Oey SEL ONO OF) A IOP este oa as s+ dan), 
v 555 v 
ot tous les nombres dy, a), ..., Aan sont pairs, le premier et le 


dernier pouvant seuls étre nuls. En groupant ensemble les trans- 
formations partielles telles que 


I 1\ 
neice at = 
( 9 T+ Mh, </? 


on peut encore donner au symbole la forme 


v Tv 
ae Ghia 9% + Qo, 9 2°99 T+ Bon |. 
1 — "45 I— @3T 


Les transformations de la forme (++ a) changent ~(t) en 
a 


a 
‘4 


i*o(z), laissent b(t) invariable et changent y(t) en 1? y(z); 


ECOG 


a a 


U(t) en i* b(t) et y(7) en 8 oy (oc) : si done on pose 


° 46 . . . 
les transformations & ) laissent 9(+) invariable, changent 


F 
Non = Ay + Ag+... + Aan, 


EN eth SS | Ol es Aan—-1; 


on aura 
Non 
o(T)=2* 9(c), 
Aon—1 
v(r) =e * $(z), 
Aon + Aon—1 
CCT) ane ear eters) 


Nous sommes ainsi amenés a chercher des expressions en fonc- 
tion de a, b, c, d, de nombres congrus, suivant le module 16, 
a Aen, A Agn_, et, suivant le module 48, 4 Agp-+ Aon_y. 


199. La premiére forme du symbole de transformation montre 
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i) 
que lona 


I 


I 


a2n-1— = 
An + % 


Désignons par Pm Ja réduite de rang m-+1 de la fraction con- 


Im 
tinue 


en sorte que l’on ait 


| Po= 4; Jo— 1, 
P1=%%1—I!I, m=, 
(a) P2= 4) a42— &2— Qo, d2= 4 4%—I, 
Pm = 4m Pm-1— Pm-2; Im >= &mIm-1— Tm-2; 
\ Im Pm-1— Pm7m-1 = 1. 


: c et+dt ; , 
L’expression de ape sous forme de fraction continue, montre 
v 


que Von a 


e+ dat =: (@on+7T) Pon-1— Pan—2 _ Pant 7 Pan-1 
at br (Gon +7) Jon—1— Jon—2 Jan TY2n-1 


et que, par conséquent, au facteur— 1 prés, les nombres don, J2n_1, 
Pony Pons sont respectivement égaux aux nombres a, J, ¢, d. 
Comme on ne change pas la transformation en changeant a la fois 
les signes de ces quatre nombres, et que, d’autre part, dans les for- 
mules finales, figureront seulement des fonctions paires de gon, 
J2n-1) Pan) P2n—1, Tien n’empéche de supposer 


J2n= a, 72n-1 = b, 


Pan= 6, Pari = d. 


Il suffit done d’exprimer Ay,, Ay, ; par des nombres formés 
a Vaide des entiers Pon, Ponty J2nr Jan—1, 4 des multiples de 16 
T. et M. — II 5 
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pres, pour avoir, dans le cas oi nous nous sommes placés, les 
formules de transformation linéaire des fonctions © et v. 
ry ‘ 


200. Supposons les quantités p,, 7g, exprimées explicitement en 
fonction de dp, a1, az, a3, --. : ce seront des polynomes a coef- 
ficients +1 et —1, ot lon pourra grouper ensemble les termes 
de méme degré. D’ailleurs, dans chacune de ces expressions, on 
n’aura soit que des termes de degré pair, soit que des termes de 
degré impair, en sorte que, si l’on désigne par Agn, Ans; Bon, 
Baas Cons Gres Dan. Denes; Eon; Bons; cece des polynomes 
€N do, G4, Az, ... dont les degrés respectifs sont égaux au rang 
des lettres A, B,C, D, ... dans l’alphabet, on peut écrire, comme 
on le voit.trés aisément, 


(—1)? Pen = Asn— Con+ Eon—..., 


@ ) (—1)" Pan—1 = 1 — Bon + Den-1—..-, 
(= 1)” Gan =I—Ba, +Den, —..., 
(—1)? dan 1 = — Agn—1 + Gon—1— Egn—1 4+... 


A la vérité, le sens des symboles Ag,, Agp_, a déja été fixé; mais 
ils gardent leur signification, comme on va le vérifier immédiate- 
ment. En substituant, en effet, les valeurs que l’on vient d’écrire 
dans les égalités 


Pon = Pan-142n — Pan—2, Jan = Jan-14%2n — Jan—2; 


P2n-1 = P2n—242n—-1 — P2n—3, Jan—1 = J2n—2 42n—1 — J2n-3; 
on trouve de suite 


Aon = Azn—2+ Gon, Aon—1 = Agn—3 + Aan—1, 


(vy) Bon = Aon—1 Gan+ Bon—2, Bon—1 = Aon 2A9n—1-+ Ban—3, 

Con = Ban—1 Gan + Con—a, Cont = Bon—2 Aan—1 + Can—s, 
; : 

d’ot l’on tire 

Aon = A+ Ag+... + Aon, 

Non—1 = @ + A3-+... + Agn-1, 

Bo, = Ara@g+ Azsa,+...+ Agn—1@an, 

Ban-1 = An @,+ Agas+...+ Agn—2dan—1, 

Ca By, a+ Bsa,+...+ Bon—1 Gon, 

Con—1 = Bya3+...+ Bon—2 dan-1- 
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D’ailleurs, puisque les nombres ay, a, @2, ... sont pairs, ona 
certainement, quel que soit indice r, 


A,;=o (mod. 2), B;=o (mod, 4), C,=o0 (mod. 8), 


et les nombres D,, E,, ... sont évidemment divisibles par 16, en 
sorte que les égalités (8) entrainent les congruences (mod. 16) 


(—1)"Ppon = Aon— Con, 
@) (—-1)" Pont = 1— Bop a, 
(— 1)’ Gon = T1— Bop, 
(= 1) dan-1=— Aon-1-+ Con-1. 


L’avant-derniére des égalités (6) peut s’écrire 


Con = (Az— Ao) Bi + (Ay — Ae) Bs +... + (Agn— Agn—2) Bon-1 
SF A) By— A>,(B3;— B,) ens Yat eC aaa Aon—2 (Bop—1— Bon-s3) + Aon Bon-1- 


Si, dans le dernier membre, on remplace pour chacun des in- 
dices r=2,3,..., 7, la différence By,_,— Bz,_3 par sa valeur 
Asr_2 Gor et By par aya, = Aya,, il vient 


— a, A? =, a3 N3 —-++.— Ban—1 INE ++ Asn Bony. 
D’ailleurs on a, en général, 
Qgy—1N3;—» = 2Aop—1 Aop—2 ~— (mod. 16); 


en effet, la différence a@,;_,; A27_.(Asr_2 — 2) entre les deux mem- 
bres est divisible par 16, puisque a@2,_, est pair et que le produit 
des deux nombres pairs consécutifs Az, 2, As,» — 2 est divisible 
par 8. Ainsi, en négligeant les multiples de 16, la quanuté 
a, Ae + a3A3+...+ Gon_1Aj,_, peut étre remplacée par 


2 (a Ao-+ 3 Ag+. o-+- Apn—-1 Aon—2) = 21 Bay 5 


on adonc 


Gon =— 2 Bon 1 Ase Bs, —1 (mod. 16). 
On démontre exactement de la méme facon la congruence 


Cone == 2 Doyo Neyer | Bee) (mod. 16). 
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Ces deux congruences permettent d’écrire la premiere et la der- 
ni¢re des congruences (¢) sous la forme 


\ ain, = Aon-+ 2 Bon—1— Aan Bons, 


ei (mod. 16). 
( — 1)" Gon-1 = —— ant — 2 Dan a+ Aon—1 Bays. 


(4) 


Dans le second membre de la premiére de ces congruences, on 
peut remplacer Bon_, par 1—(—1)"pon_,, puisque les deux 
quantités ne différent que par un multiple de 16. De méme, dans 
le second membre de la deuxiéme, on peut remplacer By,_» par 
1 == (— 1)” Jon: 

D’autre part, l’égalité 


J2n = Gan J2n—-1— J2an—2 


montre, en tenant compte de la derniére congruence (<¢) et de 
la congruence C,,_, = 0 (mod. 8), que l’ona 


d2n =— J2n-2— (= 1) A2n Non1- 
Si le nombre pair Ay,_, est divisible par 4, on a donc 
dan =— F2n-2 (mod. 8); 


mais, dans la seconde congruence (7), Bz,_2 est multiplié par 
le nombre pair Aj,_;— 2; on peut donc négliger dans l’ex- 
pression de B,,_» les multiples de 8, et, par conséquent, rem- 
placer Boy_2 par 1— (—1)"qon- Si Agn_y était divisible par 2 sans 
Pétre par 4, le facteur Ay,_,— 2 serait divisible par 4, et l’on 
pourrait négliger dans l’expression de B,,,_» les multiples de 4; 
comme dn, Azn_; sont pairs tous deux, ona toujours 


d2n =— Fan-2 (mod. 4); 


on voit donc que lon peut encore remplacer Bo,_» par 


I—(—1)" Gan. . 


Dés lors, les deux congruences (7) conduisent aux suivantes 


(—1)? Pon =Agnt+(2— Aon) [1—(—1)" Pont | ] 


mod. 16), 
(= 1)" Gon—1= — ANon—1— (2 — Aan-1) [1—(—1)" gan] J : 8) 
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d’ot Von tire 


Aon Pan-1= Pan ++ 2[ Pen—1— (—1)”] 


mod. 16). 
Aon 192n =— Jan 1+ 2[qon (41) ( ) 


Multiplions ces deux congruences respectivement par Pen—15 Jen} 
si Pon remarque que, en vertu des congruences (¢) et de la con- 
gruence B, =o (mod. 4), ona 


Es: | (mod. 8), 
Yin =1) 


Wot, puisque Ao,, As,_, sont pairs, 


Aon Teena 
oe : . (mod. 16), 
Nen—-1 Jan =Adn=1 
on voit que l’on peut écrire 
Aon = Pen Pan—1-- [Dips S10 [Poip=a eae en 1)” Pon-1 } 


(mod. 16). 


Aon—1=-- J2n Jon—1 + Jen t Van 2 ( 1)” Gan ( 


Les seconds membres se réduisent, en tenant compte des con- 
gruences, 
[1 —(— 1)" Para P= 


mod. 16), 
an) Gen | = 


oO 
oO 


qui résultent manifestement des congruences (¢) et de la con- 


2 


eruence BX =o (mod. 16), et l’on a finalement 


Ay = 2 2n—1- Den1—1 
n Pan P2n L - 1 (mod. 16), 
Aon—1=—= YonQ2n—1 + Yan | 
ou encore 
As = cd+d?—t 
‘ (mod. 16). 
AG = — ab a?— | 


201. Nous transformerons ces expressions de Az, Agn_, au 
moyen des congruences 


(a—d)(a+d+c)=0 


(mod. 16), 
(a—d)(a+d+b)=0 


qui peuyent s’établir comme il suit. 
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/ 
Ecrivons les premiers membres sous la forme 


(Jon— Pant) (Yant+ Pon-1+ P2n)s 
(dan — P2n-1 ) (Gan + Pan—1-- JYan-1 ). 


En tenant compte des congruences (¢), on voit que les deux 
quantités précédentes sont respectivement congrues (mod. 16) a 


(Bop-1— Bon) (2 Bie Aon), 
(Bon-1 = Ban) (2 re Aon=1 ). 


Il nous suffit done de montrer que ces deux quantités sont di- 
visibles par 16. 

Pour la premiére, il n’y a évidemment lieu a démonstration que 
sil’on avait a la fois 


Bon-1 — Bo, = 4 (mod. 8), 
Aon=0 (mod. 4); 


mais, si lon écrit la premiére de ces deux congruences sous la 
forme équivalente 


Bop—y+ Bon = A (mod. 8), 


on apergoit tout de suite qu’elle est incompatible avec la seconde; 
car on tire de légalité 


Jon P2n—-1— P2nJan-1 = 1, 
el des congruences (¢) la suivante 
Bon-1-+ Bon = Aon Aon—1 (mod. 16), 


et cette derniére montre que, si Ag, est divisible par 4, Bon_, + Bo, 
est divisible par 8. 
On déduit aussi de la derniére congruence que l’on ne peut 
avoir a la fois 
Bon-1 — Bon =4 (mod. 8), 
oO 


(mod. 4), 


et les congruences annoncées sont établies. 


Puisque a — d est divisible par 4, que b et c sont pairs, il est 
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clair que ces congruences entrainent les suivantes : 


—d)(a+d+c)= 
9) eee °) ° | (mod. 16) 
(a—d)(a+d+b)=o 
on en tire 
@tac=@+tcd 


“le 
@Cerab=@lxtbd (mod. 16), 


ou les signes supérieurs se correspondent. 


Les deux expressions de Aon, Aon_s peuvent donc aussi s’écrire 


yp 2 CUS GPS CeO S=¢2 ii 
| (mod. 16) 
SO OO en 


et Pon a, par suite, dans le cas 1° du Tableau (XX), les rela- 


tions 
d+d*—1 ac+a*—1 
e+ dt pe oe -—— 
© (5) Ae mS oa tS) OS) 
—ab+a*—1 —bd+d*—1 
eoede etree pa iacL le 
y (soe) = 4 Ue) eu 4 Y(t). 


202. Il est facile de vérifier que, dans chacun des cas 2° 4 6° 
du Tableau (XX,), la transformation r peut étre envisagée 


: : I 
comme composée de transformations (++ 1), (— =) et de trans- 
Tv 


formations rentrant dans le premier cas. Cela résulte du Tableau 
suivant, ot l’on a écrit, 4 gauche, le numéro correspondant du 
Tableau (XX¢), et ou, dans le second membre, figurent chaque fois 
dans l’ordre voulu les transformations qui, par combinaison, don- 
nent la transformation r. 


5 et+dt\  fe—d+dt fee 
: Bebe cm abet ey.” 
ay et+dw\  /(e+(d—e)t a I <+1) 
s a+ br GOA), be ee ‘ 
ie e+dt\ /(d+(d—e)x <+1) 
5 (ee 7 OSES ay” ‘ ; 
ae Sei ee fC eT. 
Gans) ~~ \ESae <)? 
re c+dt\ (/(d+e—er eee 
> Giaba)) “\b-aa sae 
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On voit bien, en tenant compte de la parité des nombres a, 0, 


x ties 1) 
c, d dans chacun des cing cas considérés, qu oulre (7-1), (—2): 


les transformations qui paraissent dans le second membre ren- 
| . if 
trent dans Je premier cas. Les transformations (+ -+1), (— =) 


changent d’ailleurs o(7) et U(<) en combinaisons de ces fonctions 
que font connaitre les formules (XLY). 


203. A Vaide de cette remarque et des formules établies au 
n° 201 pour o(r) et U(r) dans le premier cas du Tableau (XXg), 
on obtiendra sans peine les mémes formules dans les cing autres 
cas de ce Tableau. 

Prenons, par exemple, le cas 4°: a, b, ¢ sont impairs, d esl 


| qe 


pair; la premiére transformation est 7! = -, en supposant 


a=b, B=b—a, y=d, 6=d—c. On vérifie bien que «, 8, 
Y, @ sont les coefficients d’une transformation qui appartient au 
cas 1°; on a donc 


e(Lee)=i PO So(c ate eet). 


a + ic 


f : 
en remplacant v par — —> on a ensuite 


L 


e—d+dt ede bd+b—-1 
(SEE) ar  w@at © 4): 


puis, en remplacant t par t+ 1, 


— he j 


Ig Fy Mea U(s) u(t) 


(d— 2d—c)— so 
(oe (G=OBg Osi T bd+b 1 1 


D’ailleurs, d — c étant impair, on a la congruence 
2(d—c)?=2 (mod. 16); 
dott Pon déduit facilement la congruence 


(d—c)(2d—c —1=c(d—c)+1 (mod. 16); 
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on a done finalement, dans le cas 4°, 


— 0 4 a 4 


a+ bo, (7c) U(s) 


cd—c?+1 hd 2 
(=) poi Reed ee T Lira T 
oO 
4 


En répétant les mémes opérations dans les quatre autres cas 
du Tableau (XX), on obtient des formules analogues, et l’on a 
finalement pour la fonction 9(7), dans les six cas de ce Tableau, 
les formules de transformation suivantes : 


2) = eae), 


; ee ost ac+a*—1 
= 


Dey AW see ete Fee 
) te b) (a —b+e—d) ) 


—cd+d?*—1 ac+a%t1 
=f 4 SS 4 


=e mS ee SE 4 


—cd+c?—1 bd +b?—-1 


=i ¥)ar (2), 


——ay A 4 == if h 


si ? 9(7) 9(7) 


( 
Cag 
oor 
(sem) 
( 


=e) pace b(*) (ess ESE) b(s) 


204. Il n’est pas nécessaire, pour obtenir ces formules, de ra- 
mener, comme nous venons de |’expliquer, chacun des six cas au 
premier. 

Nous avons vu au n° 202 que l’on peut envisager la transforma- 


is 


: etdt x 4 j : 
ion (5) du cas 4°, ot. a, 6, c sont impairs et d pair, comme 
a+ bt 


), Ou ==b, 6 = d—c sont 


, : y+ Ot 
composée de la transformation (=e 
a+ 6 

impairs, tandis que 8 = 6—a, y=d sont pairs, transforma- 
tion qui rentre donc dans le cas 1°, et de la transformation 


I e 5 A et+dv 
= - On peut de méme envisager la transformation ( ———— 
,  t+If a be 


du cas 6°, ot. a@ est pair, tandis que 0, c, d sont impairs, comme 


P . gee ‘ 
composée de la transformation | One C= > a. 
a+ Br 
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= d sont impairs, tandis que 6 = d — c est pair, transformation 


\ 


qui rentre donc dans le cas 4°, et de la transformation (— ae ap 


de sorte que l’on a, dans le cas 6°, non seulement la décomposi- 
tion de la transformation (vr) donnée au n° 202 en une transfor- 
mation qui rentre dans le cas 1°, suivie des transformations (t+-1), 


(— =) mais aussi la décomposition 
aS: 


(25) (es 1 i 
= Pe aod 


at ba b+(b—a)t v 


de cette transformation (7) en une transformation qui rentre dans 


PO . ji 
le cas 4°, suivie de la transformation (— — -) . 
a 


On verrait exactement dela méme maniére que l’on peut envisa- 
Ca at 


a+ bt 


tant de la composition d’une transformation ( 


ger les transformations ( ) des cas 1°, 3°, 5°, 2° comme résul- 


y+ on) 
a+ Br / 
6=b—a,y=d, 6=d—c, transformation qui rentre respecti- 


» ou C=O, 


vement dans les cas 6°, 2°, ~3°, 5°, et de la transformation 


ine 
, THI 


Observons d’ailleurs, sur exemple du numéro précédent, que 


e+ dt 
atbc 


la formule pour ( ) s’obtient, dans le cas 4°, a l’aide de 


la formule pour 9 ( vareehy 


a+ bt 
changeant dans cette derniére formule simultanément a, 0, c, 


) supposée connue dans le cas 1°, en 


I A 
d,~ en b, b—a, d, d—c, — -——- Les mémes changements 
Leta 


| Goel) 


simultanés permettront donc aussi, lorsqu’on connaitra une des 
formules relatives aux cas 4°, ou 6°, ou 2°, ou 3°, ou 5°, d’écrire 
immédiatement la formule relative respectivement aux cas 6°, 
ou 1°, ou 3°, ou 5°, ou 2°. I suffit donc d’avoir les formules rela- 
lives aux cas 1° et 5°, par exemple, pour avoir toutes les autres. 

Le méme raisonnement s’applique aux diverses décompositions 
indiquées dans le n° 202. Le Tableau suivant résume les résultats 
et permet de passer des formules qui concernent l’un quelconque 
des cas du Tableau (XX,) a celles qui concernent les autres cas. 
Dans les cing premiéres lignes on a écrit, a cdté des lettres a, b, 
c, d, 7, les expressions qui doivent les remplacer: en regard de 
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€es expressions ela cote des.n® 1°,.2°.3°, 4°, 5°, 6°, om trouve 


les numéros des cas qui remplacent respectivement Ces six Cas. 


a a—b a i | b a+b 
b = cS a = @ a 
Cc c—d G d d ce+d 
d d d—c OL 6 =—AG =.¢ 
. are c sae: con ei 
Ge all T+-1 T % 
it 9° 3° 4° ty? 6° 
9° 1° 4° 3° 6° 5° 
3° 6° ne 5° 4° 9° 
4° 5° 2° a 3° 1 
5° Ie 6° 2° i tas Bio 
6° 35° 5e 1° . 9° ‘ 


205. Les formules relatives a la transformation linéaire de la 


fonction (7) pourraient s’établir exactement de la méme ma- 


niére; le Tableau précédent s’applique aussi bien a la fonction 
U(z) qu’a la fonction 9(7). 


D’ailleurs, on peut passer directement des formules relatives a 


la fonction 9(7) a celles qui concernent la fonction b(t) par la 
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remarque suivante, que nous développerons sur le cas 1° 


formule 
e+ dt cd d2—1 ae @al 
Weer | eee MEGS) te BOK); 
changeons 7 en — =; elle devient 
d+ d?*—1 ac+a*—1 
—d+-crt ———s — 
o(=3=3) =t * Y(t)=r * Yt 


°, Dans la 


). 


Si Von applique au premier membre de cette formule la rela- 


tion 
i 
|| ae 
o(t)=4(— 2), 
— a = Ct 
en supposant T= Spon trouve 
estates ced+d*—1 ac+a*—1 

(i pe — le =u | 5 
(= ) b(t) =% 4 (7) 


Si l’on remplace maintenant a, b, c, d par —d, c, b, 


qui nous laisse dans Je cas 1°, on obtient les formules 


—bd+d?—1 
a 


=0(t) =4 
qui sont bien celles du n° 201. 


En raisonnant de la méme facon, on voit que si 
a, b,c, den —d, ¢, b, 


chaque formule relative 


—a et simultanément © en 
a la fonction ¢% conduit a 


—a,ce 


¥(*), 


Von change 


vet den o 


une formule 


relative a la fonction %; mais on ne reste pas toujours dans le 
méme cas du Tableau (XX,4); on reconnait facilement que l’on 


asse des cas 1°, 2°, 3°, 4°, 5°, 6° aux cas 1°, 3° 
>) ? “) ? ’ 9 7 


oO 


5°56? orice 


On obtient ainsi pour la fonction | (+), dans les six cas du Ta- 
bleau (XX,) les formules de transformation linéaire suivantes 


—ab+a?—1 —bd+d*—1 
e+ dt ee —— 
° CY ae aed NY hk = rR | 
(See) = Y(e) =i H(z), 
ab+a*—1 —bd+d*—1 
De v cas = 4 : = te ? 
a+ bt v(t) u(t) 
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ab Gand EES) fi 


= be) =i L v(t) 


i at ol) (cs 
b 
6° v ) 


206. Nous récrirons ci-dessous les formules relatives aux fonc- 
lions o(t) et Y(t), en ne conservant d’ailleurs, pour chacune 


2 \ : 
Welles, qu’une seule forme. Le symbole tab olin est un entier 
: 5 rans 1A. : ry? P ’ : ) 
impair, est emprunté a l’Arithmétique; nous aurons l'occasion d’y 

ne—1 n3--1 
revenir au n° 228; il est mis a la place dez * =(—1) ® . Nous 
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rappelons encore une fois que 7", oti m est un entier quelconque 


mT 


et n un entier positif, est mis a la place de e *” 


e(T) = v(T)= 
2D, ee BA ee | 
ite (3): (7) ier 4 U(c) 
C4 6 (2) oe 
: UG) (a)é Us) 
CXLV43) > AEs 1 Gd 
d (7) (7) 
Ses ot ee o(t) 
exile Pas UG) 
| ‘ De oes 
5 (2) EU(r) (Ze) 
cd ab 
: —— v(t) D) 
;  * 6(*) G Cane 
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207. Il est & peu prés inutile de dire que les différentes fagons 
dont on parvient a ces formules donnent naissance a une suite de 
congruences (mod. 16) entre les nombres a, b, c, d, relatives aux 
différents cas du Tableau (XX,). Par exemple, dans le cas 3°, on 
a, entre autres congruences, les suivantes : 


(d+a)(d—a—c)=0, 


(e+d)(—a—b+c+d)+ab=o, 


c(a+2b+c+d)=0, 


(mod. 16). 
d(—a+b+c+d)=b(a—c), 


(a+c)(a+2¢e)=d(e+d)=1+b(a—ad), 


Elles peuvent étre vérifiées en distinguant les nombres entiers 
a, b,c, d suivant leur reste modulo 4. Quelques-unes d’entre elles 
se déduisent d’ailleurs des autres en ne distinguant ces nombres 
entiers que suivant leurs restes modulo 2. 

En tenant compte, dans chacun des six cas du Tableau (XX,), 
des congruences correspondantes, on peut mettre les formules de 
transformation linéaire des fonctions 9(7) et U(z) sous plusieurs 
formes équivalentes a celles des Tableaux précédents. Ainsi, dans 
le cas 3°, on a, par exemple, 


4 c+ dz = 2 Se, 
ON Ghee Die Jk Waa 9 (7) 


208. Pour obtenir les formules de transformation linéaire con— 
cernant la fonction y(7) dans le cas 1° du Tableau (XX,), nous 
suivrons une méthode moins directe que pour les fonctions 9(7) 

a 
ee 
et u( ae 
Rappelons tout d’abord que, dans ce cas 1°, on a 


|~ 


w 


x(T) =u X(*), 
ott l’on a posé, pour abréger, 


X= Agnt+ Aon ; 


quand nous voudrons mettre en évidence les nombres a, b, c, d 


0 ro & 
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dont dépend i, nous écrirons, au lieu de 2, 


‘ a, b 
(oa) 


Observons aussi qu’en remplacant, dans l'égalité 


|~ 


19 


Y(t) = ut X(t), 


< par 7+ 27 ou par errr on aura 
a ad v 


; (& ond + aa d A+2n 


Weevil ¢ ey) ere 
atanb+ br Se Oe Geese 2 ot (Ct)s 


e me A c \ dan 
u(s ( oe) = By (—) Fine Ce) 


a+ (6—2na)t 


et, par suite, 
> a+anb,b = a, bo 
c+ and, WE ‘\e, d aye 
a,0—Ina\ a, b 

| : Ss d — sa it és i) ea 


Inversement, si lon détermine une fonction entiére a coeffi- 


(4) 


(mod. 48). 


—— 


cients entiers \ qui vérifie ces deux congruences, quel que soit le 
nombre pair 27, pourvu que a, b, c, d soient des nombres satis- 
faisant aux conditions du cas 1°, et qui, enfin, se réduise a zéro 
dans le cas ot a, b, c, d sont les coefficients de la transformation 
idenuuque, c’est-a-dire lorsque l’on a 


as i) =O C=O Car 


il est clair que cette fonction A pourra étre prise pour la fonction 
qui vérifie Pégalité 
oN 
X(T) = Ay (+). 
En effet, toute transformation du cas 1° peut étre obtenue en 
) p 
faisant suivre la transformation identique d’un certain nombre de 


i 4G 
transformations de la forme (t+ 27) ou (an = =a) 


209. Nous commencerons par déterminer une fonction L de 
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a, b,c, d qui vérifie les congruences (7) suivant le module 16; 
nous transformerons ensuite cette fonction L en une autre qui 
lui soit congrue suivant le module 16 et qui vérifie les con- 
eruences (7) suivant le module 3; cette derni¢re fonction pourra 
étre alors prise pour A, car elle vérifiera manifestement les con- 
gruences (7) suivant le module 48. 

Comme les formules de transformation des fonctions 9(7z) et 


u(<) dans le cas 1° du Tableau (XX,), 


Cte 
e(T) =z * (rt), 
(f) — ab+az—1 


Y(ir)=t * $(e), 


donnent immédiatement pour lexposant A de la formule de 
transformation 


12 


jOR ALM ES 


la valeur 
h = (ed + d®?—1) +(— ab + a?—1) (mod. 16), 


il est naturel de se demander si en prenant pour L l’expression 
cd — ab + d*?+ a?— 2, les congruences (7) sont vérifiées sui- 
vant le module 16. 

On le voit immédiatement, dans le cas ott le nombre pair 27 est 
divisible par 4. En remplacant alors > par 7+ dans les égali- 
tés (C), on obtient les relations 


4 o(t+n)jy=t 4 o(7), 


end + dz peered dpa (c + nd) eS lin 
ECS teed 
a+nb+ bt 


= p fee 
®t gag am ake pale MC see 
y ( ——__~ } =i G v(t). 
Goalie 


Si donc on prend pour L Pexpression 


(cd + d?—1)+(—ab+a?—1) 


et sil’on désigne par L, ce que devient L lorsqu’on change < en 
t+, ona légalité 


L;—L=n[d?+1— 62+ 2ab + nb?}. 


De méme, en remplacant, dans les égalités (S), = par — Seat 
ee 
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en désignant par L, ce que devient alors L, on a l’égalité 
L,; —L=n(—c?— 2cd + ne?+ a?+1). 
De ces deux égalités on déduit immédiatement, puisque n, b, c 
sont pairs et a, d impairs, les congruences 


L,—L=an 


a 
Teo ee 


qui mettent bien en évidence que les congruences (7,) sont véri- 
fiées, suivant le module 16, en prenant \ = L. 

Ainsi, dans le cas ot nm est pair, toute fonction congrue a 
cd — ab + a? + d? — 2, suivant le module 16, et s’annulant pour 
a=1,d=1,b=0, c=o0, pourra étre prise pour A, si elle vé- 
rifie les congruences (7) suivant le module 3. 

Or, en vertu des diverses valeurs trouvées pour Aoy, Asp_,, on a 
les congruences 


L=d(c— 6)+2(d@—1)=a(ce— b) + 2(a?—1) (mod. 16), 
et, par suite, puisque @ et d sont impairs, 
L=d(ce—b)=a(ce— b) (mod. 16). 


D’un autre cété on a, a cause de l’égalité ad — bc =1, les con- 
gruences 
d(be +1) —a=(a@—1)a=0 
(mod. 8), 
a(be +1) —d=(a?—1)d=o0 
dou l’on déduit, en multipliant par le nombre pair b —c, 


(6—c¢)( bed —a)+-d(6—c)=0 | Gniod Aa 
(6 —c)(abe—d) +a(b—c)=o0 { 


On a donc aussi les congruences 
L=(b—c)(bed—a)=(b—c)(abe—d) (mod. 16). 
D’ailleurs les deux fonctions 
(6—c)(bed—a), (6—c)(abe—2a) 
sont congrues suivant le module 3; en effet leur différence est 


(6 —c)(a—d)(be +1) =(b—c)(a—ad)ad, 
T, et M. — II. 6 
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et l’un des facteurs b —c, a — d, a, d est nécessairement divisible 
par 3, car s'il en était autrement il faudrait que l’on edt a la fois 
Ge, =e, C= 6, d=—é, 
e, e’ étant égaux a1; on en déduirait 
1=ad— be =— 22+ ¢22=0 (mod. 3), 
ce qui est absurde. 
On aura done vérifié que, pour 7 pair, une ou l’autre des deux 
fonctions (b — c)(abe —d), (b —c)(bcd —a) peut étre prise 
: a, b ; 
pour la fonction h{ ’ ays lon constate que l’une ou l’autre de 


? 


ces fonctions satisfait aux congruences 


a+o2nb, b a, b 
i ==) —2n=0 
ctand, d @ @! 
, (mod. 3). 


a, b—ana a, b 
d <=.) = ji. =H 
c, d—2nc Crenih 
La vérification de ces deux congruences est particuli¢érement 
aisée, si l’on fait porter la démonstration sur (b — c)(bcd — a) 


pour la premiére, sur (b —c)(abe — d) pour la seconde. On a 
alors a établir les deux congruences, suivant le module 3, 


(6 —c—a2nd)[bde — a+ 2nb(d?—1)|—(6 — ec) (bde —a)—2an=0, 


(6 —ce—2na)[abe — d— 2ne(a?—1)|—(b —c)(abe —d)—-2n=0, 
ou, en supposant 2 premier a 3, 
— 2nbd(d*—1)— d(bde — a) + b(b—c)(d?—1) —1=0, 


+ 2nac(a?—1) — a(abe — d) — c(b —c)(a*—1) —i=0; 


or les nombres d(d? —1), a(a?—1) sont divisibles par 3 puisque 
ce sont des produits de trois nombres entiers consécutifs; on a 
donc a établir les deux congruences 


— d(bde— a) + 6(b6 —c)(a2?—1) —1=0 


—a(abe— d)—¢(b —c)(a?—1)—1=0 J (mod. 3). 


En retranchant des deux membres la quantité ad — bc —1, 
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elles prennent Ja forme 


b(b — 2c)(d2—1) =0 
e(c -- 2b)(a®—1) =0 (mod. 3), 
ou 
b(6+ c)(d?@—1)=0 | 
c(b +¢)(a2—1)=0 (mod. 3). 


Si @ est divisible par 3 ou si d est divisible par 3, légalité 
ad—bc=1 montre que l’ona 


bc=—t (mod, 3), 


d’ot l’on conclut que b + ¢ est divisible par 3. La vérification an- 
noncée est donc faite. 


210. Nous nous sommes bornés jusqu’ici 4 considérer le cas of 
le nombre pair 27 est divisible par 4; mais il se peut que nm soit 
impair et dans ce cas la démonstration précédente est en défaut, 
comme on le voit en observant qu’alors les substitutions r=t-+7n 


et t= — ne rentrent pas dans celles du cas 1° du Ta- 
bleau (XX,). 

Il nous reste done encore a vérifier que, pour n impair, les 
congruences (7) ont lieu suivant le module 48 lorsque l’on prend 


pour \ successivement chacune des deux expressions 
(6—c)(bed— a), (b—c)(abe—a). 


La démonstration est la méme que tout 4 l’heure, lorsque l’on 
envisage les congruences (7) suivant le module 3; il suffit donc de 
vérifier que l’on a, pour n impair, les quatre congruences, prises 
toutes quatre suivant le module 16, 


(b—c —2nd)| bd(e+2nd)—(a+»nb)|—(b—c)(bde—a)—2n=0, 
(6 —ce—2na)|(6 —a2na)(d — 2nc)e —a]—(b—c)(bde—a)—2n=0, 
(6 —ce —2nd)[(a+ 2nb)(c +2nd)b —d|—(b—c)(abe—d)—2n=0, 
(6—e—2na)[(b— 2na)ac — (d — 2nc)| —(b—c)(abe—d)— 2n=0. 


Cette vérification n’offre aucune difficulté si l’on tient compte 
de la relation ad — be =1.et de ce que, a et d étant impairs, b 
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etc pairs, les quatre nombres a? —1, d?—1, b(b — 2), c(c + 2) 
sont divisibles par 8. 


211. Nous avons ainsi démontré que dans le cas 1° du Ta- 
bleau (XX,), ol a, d sont impairs et 0, c pairs, on a les relations 


(b—c)ibed -a) (b—c)(abe — a) 


CR) (2) Sy (o): 


En nous reportant au Tableau du n° 197, qui montre comment 
on peut décomposer dans les cing autres cas la transformation t en 


. 1 * aS Ot ‘ . 

transformations (t-+1), (—:) et en transformations (i ) oll a, 46 
y pt 

sont impairs et 8, y pairs, en faisant usage de la formule précé- 

dente et des formules (XLV) ainsi que de la relation ad—be =1 

et de la parité des nombres a, b, c,d, on peut obtenir les formules 

de transformation linéaire de la fonction (7) dans les cing autres 


cas. 
On a ainsi, dans le cas 2°, la relation 


(b—c +d) (bed —bad2 —a+ b) 


AG ese is Led), 


que l’on peut écrire, en tenant compte de la formule (XLV,) et 
q p ) p 4 


de la relation ad — be = 1, 


(6 — ec) (bed — a) bd (d2—1) b (b — 2c) (d?—1) 
B eames (at 12 x(*) 


Uz) 


y(T)=t 


La congruence 
bd(d?—1)=0 (mod. 48) 


est manifeste, puisque 0 est pair et d impair. La congruence 
b:b—2c)(d?’—1)=0 (mod. 48) 


qui est manifeste quand d n’est pas divisible par 3, puisqu’alors 
d?—1 est divisible par 24, résulte, quand d est divisible par 3, 
de la relation ad — be =1 qui entraine les deux congruences 


be=—t1 (mod, 3), b?=1 (mod.3). 


Dans le cas 2°, la formule de transformation de la fonction 
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y(t) se présente donc sous la forme trés simple 


(b—c) (bed—a) 


y(T) = A 12 X(t) 


(=) 


aS 


qui est toute semblable a l’une des deux relations du cas 1°. 


Dans le cas 5°, on a immédiatement 


__ (a+d)(acd—b) (a + d) (abd—c) 


Het = X(t)=e ® X(t). 


Dans le cas 4°, les calculs sont tout aussi simples, si ]’on passe 
du cas 5° au cas 4° a aide du Tableau du n° 204. On obtient ainsi 
la relation 

(a+d)(abd—c) bd(bz—1) d(d+2a) (b2—1) (<) 
y(t) =i 12 yy 12 LL 


Y(t) 


En tenant compte des deux congruences 


db(b?—1)=o0 


d(d+2a)(62—1)=0 (mod. 48), 


gui résultent immédiatement de ce que dans le cas 4°, d est pair, 
b impair, et de ce que l’on a ad — bc =1, cette relation peut 
s’écrire 

es e aa abd ey 
¥ (7) 

212. On pourrait de méme déduire de diverses maniéres, a l’aide 
du Tableau du n° 204, les formules de transformation linéaire, 
relatives aux cas 3° et 6°, des formules établies dans les cas 1°, 2°, 
4°, 5°. Mais on arrive plus rapidement au résultat de la maniére 
suivante : 

Dans la formule relative au cas 2°, ol a, c, d sont impairs et 0 


pair, 2 savoir 
. (b—c) (bed —a 


etdt\ ee iG) 
x (Sn) = asian 


I 
changeons t en — —; nous aurons 


‘ (=) SEO), 
e(t)” 
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appliquons ensuite la formule 


en prenant 


la relation précédente deviendra 


eee mane AW), 
ih —d+ct 


elle rentre toujours dans le cas 2°. Changeons maintenant a, b, 
c, den —d, c, b, — a; nous aurons 


\ —b)(—abe 
; a =. ie Ce) 
‘Va + bc (7) 


et cette formule rentre dans le cas 3°, puisque a, c, d sont im- 


pairs, b pair. 


Pad 


En raisonnant de laméme maniére sur la formule relative au 
cas 4°, on voit qu’en changeant dans cette formule a, b, c, d en 
—d,c, b, —a, on obtient la relation 


at) _ Sen ae) 
a+ bet 9(t) 


ot b, c, d sont impairs et @ pair et qui rentre donc dans le cas 6°. 


Les mémes changements simultanés de a, b, c, d en — d, c, b, 
— a transposent donc entre elles les formules relatives aux cas 2° 
et 3° et les formules relatives aux cas 4° et 6°; ils transposent 
aussi entre elles les deux formules relatives au cas 1° et les deux 
formules relatives au cas 5°. 


213. En résumé, nous avons obtenu, dans les six cas du Ta- 
bleau (XX,), les formules de transformation linéaire de la fonc- 
tion y(t) que l’on trouve réunies dans le Tableau suivant : 
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(b—c) (bed —a) (b—c) (abc — ad) 
i a GS) ena 2 V(Cu)es v a 
(b—c) (bed —a) 
eee) eat ee 


X(*), 


¢ (7) 
(b—c) (abe—d 
2 goer oe 
(XLVI,) . ¥(e) 
a+d) (abd—c) x(x) 
vac) = 7) 12 f 
“| eT) t b(t)’ 
(a+ d) (abd —c) _ (@+d) (acd —b) 
S y(t) =e X(t) =e 7 X(t); 
(a+ d) (acd — b) = 
e yaar XA), 
ae ¢(t) 


214. Si lon observe que les nombres entiers a, b, c, d, liés par 
la relation ad — bc =1, vérifient les congruences 


(6—c)(bed —a)= ab+ac+bd—abic 


= (b — c) (abe — d) = — cd — bd— ac + berd | Oe 


et que, dans le cas ou @ el d sont impairs, 0 et c pairs, ils véri- 
fient aussi les congruences 


(6b — ec) (bcd — a) = (6 —¢) (abe — d) =3(a? @—1)—9(ab—cd) (mod. 16), 
de sorte que lon a 


(6 — c) (abe — a) 
= 16 (—cd — bd — ac + be? d) + 3(a? d*— 1) — 9( ab —cd) 
=(b—c)(bcd—a) 
= 16(ab + ac + bd — ab?c) + 3(a*d*—1) — 9 (ab—cd) 


(mod. 48), 


on voit que, dans le cas 1° du Tableau (XX,), les formules de 
transformation que nous venons d’obtenir peuvent élre rempla- 
cées par les suivantes : 


a?d2—1 2Ti 


b 3i 
e+ as Be Oe etna (ab + ac+bd—ab?c) aga c8) iG 
‘\at+ bc} : XAT), 
a 2B! (ed —bd—ac +e? d) — 3B ab—ed) 
=e) e e x(*). 


De méme, si l’on observe que les nombres impairs a, c, d et le 
nombre pair 8, liés par la relation ad — bc =1, vérifient la con- 
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gruence 
(b —c) (bed — a) = 3(a2—1) + 9(ab+cd)+8 (mod. 16), 
de sorte que Yona 
(b — c) (bed — a) =16(ab + ac + bd — ab?c) ] Gane, 


+ 3(a%*—1) + 9(ab + ed) + 24 | 
on voit que, dans le cas 2°, la formule de transformation linéaire 


de la fonction ¥ (7) peut s’écrire 


a1 2s ab 4404 bd —abse) oh t (ab+ed) ¥ (7) 
e 8 . 


e+dt i 
x : ) aie (= 1) eres ! 
at be v(t) 
En changeant dans ces deux formules a,b,c,d,7 en 6, — a, 
T : : Sane 
d, —c, —-» on obtient les formules de transformation linéaire 
de la fonction -y (7), dans les cas 5° et 6°, sous la forme suivante : 
b2c2—-1 2M 8Ti 
c+dt (-ab+bd+ac—a2bd) —~(ab—cd) 
= =) Ya Oe @® v 
(et) ae Yo 
pec 2E Fed —ac—bd +acd” 2B! (ab — ed) 
e X(7), 


= (—1) 2 é 
b2—1 2ui 3Tt 
(-ab+ bd- ama cah pe sia (ab+cd) X(t). 


(7) 


P (<2) =-Cn ae 


pea Vhee |} 


-6 


Enfin, en changeant dans les derniéres formules relatives aux 
cas 2° et 6°, a, b,c, den — d, c, b, —a, on obtient les formules 
de transformation linéaire de la fonction ‘y(z) dans les cas 3° et 4° 


sous la forme suivante : 


a—1 20 317 
(SH Cee erent aC) SU) 


c+dt eee pane 
a ae Oe)’ 
& #) ne (ime ac—bd 4 acd) 2F ab +ed) x(t) 
a+ be o(t) 
215. Les congruences 
—ab—atbd=ab — abrc 
cd + acd? =— cd + be?2d (mod. 3), 


—cad—bd—ac+ be2d=ab-+ac+bd—abic 


ayant lieu quels que soient les entiers a, b, c, d liés par la rela- 
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tion ad— be =1, on a, en résumé, dans les six cas du Ta- 


bleau (XX,), 


817 
° mare hea —g (ab+ed) X(t) 
cy Gin) (2) pe He 
3° 441) = — (3) plea 1.2) 
(XLVI) (ae 2(*) 
2 ——(ab+ed) y (7) 
2 = — as 8 \ 
POR leis yz)’ 
3 
6 2) —— (ab —cd) 
5°) X(T) = (s) pe X(t); 
- 2. 27h ab + cd) y(t) 
6 5 AG Ne (5) pe : @(t)’ 
ot l’on a posé 
aot eee aba abi) 2B ed +ac+bd — bord) 
p=e = € 


Ce sont les formules mémes de M. Hermite, tandis que le Ta- 
bleau (XLVI,) est celui de M. Schlafli. 


VI. — Détermination, en fonction des coefficients de la transfor- 
mation linéaire des fonctions 3, des racines huitiémes de l’unité 
qui figurent dans ces formules de transformation. 


216. Nous avons vu (n° 149) que toute substitution linéaire a 
coefficients entiers et 4 déterminant +1 peut étre obtenue par 
répétition et combinaison des deux substitutions 


et de leurs inverses. 


En suivant la marche indiquée au n° 150, il est d’ailleurs facile, 
chaque fois que les coefficients de la substitution linéaire ont des 
valeurs numériques données, d’effectuer la décomposition de cette 
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substitution en substitutions 


Ga ae 


et en substitutions inverses. Une fois cette décomposition 
effectuée, on n’a plus qu’a appliquer, dans un ordre déterminé, 
les formules de transformation du paragraphe précédent pour 
obtenir, dans le cas particulier considéré, les formules de transfor- 
mation linéaire des fonctions J et, par suite, les racines huitiémes 
de lunité ¢, ¢’, e”, e”. 

Mais on peut chercher a s’affranchir de cette décomposition 
préalable de la substitution linéaire donnée. A cet effet, nous 
établirons, en nous plagant avec M. Dedekind (') au point de vue 
de la fonction h(t), des formules qui donnent explicitement «, 
el, par suite ¢’, e”, e”, en fonction des coefficients entiers a, b, c, d 
de la transformation linéaire 


(as 
eREe) 


217. Si Von prend les dérivées, par rapport a ¢, des deux mem- 
bres de Pégalité (XLU,) et que l’on pose ensuite » = 0, il vient 


uf 


(a) eVa+ bc Si (OAT) oe erg 


J (Olen )e 
En tenant compte de la relation 


2, (0) =ombe(<) 


et en extrayant les racines cubiques dans les deux membres de |’é- 
galité (a), on obtent immédiatement l’égalité 


(B) hCry = oy eee 


= 


ou ¢® est une racine vingt-quatriéme de l’unité que nous allons dé- 
terminer en fonction de a, b, c, d. 


(1) Riemann’s Werke, 2° édition, Nachlass XXVII, 2. Fragmente tiber die 
Grenzfille der elliptischen Modulfunctionen. 
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Dans le cas ot 0 est nul, cette détermination est immédiate. 
En effet, Pégalitéad—bc = 1 exige alors quel’onait, soita=d=1, 
soit @= d =— 1 et l’on peut se limiter a la premiére alternative, 
puisque r ne change pas quand on change le signe des quatre 
nombres a, 6, c, d. On a alors 


TTC, 


et, par suite, (XLV,), d’aprés la formule 
h(t+e)= # h(x). 


218. Nous supposerons dans la suite 6 différent de zéro 


a+ bz n’est alors jamais réel. 
4 


La constante e° 


n’est susceptble que de vingt-quatre valeurs; 
elle ne dépendra donc pas de < si l’on a défini \/a + bz comme 
une fonction univoque et continue de =< pour les valeurs de 7 re- 
présentées par des points situés au-dessus de l’axe des quantités 
réelles, valeurs qui sont les seules que nous ayons a considérer ici. 

A cet effet on pourrait, puisque a + bz est toujours un nombre 


imaginaire, prendre comme argument de a+ bc un angle diffé- 
ra 5 § 


, . ee WF ee 
rent de zéro, compris entre —7 et +7, et pour \/a-+ b¢ la va- 
’ ) \ 
leur imaginaire correspondante, dont argument est compris entre 


= E et + =, en sorte que la partie réelle de vatbr soit positive. 


Mais il y a avantage a substituer a Va + bz une quantité qui ne 
change pas, non plus que rt, quand on remplace a, 6, c, d par 
—a,—b,—c, —d:alaplace de\/a+ bc on mettra = (a + bc)? 
qui n’en peut différer que par un facteur égal 4 une racine hui- 
tiéme de l’unité, puisque les valeurs absolues de \/a + 67 et de 
Ve (a + bz)? sont égales et que les arguments de ces quantités ne 


peuvent différer que par un multiple de oe Cette racine huitiéme 
4 
4 


de l’unité, multipliée par ¢*, reproduit une racine vingt-quatriéme: 
de Vunité. Quant a \/—(a-+ 67)?, elle sera définie comme il 
suit : —(a-+ bc)? n’est jamais un nombre négatif, puisque le 
carré d’un nombre imaginaire a+ bz ne peut étre un nombre 
positif; dés lors on peut prendre comme argument de — (a + 67)? 


92 CALCUL DIFFERENTIEL. 
: —— 
un angle compris entre —7z el +7, et pour V/—(a-+ 67)? la valeur 
; : T T 
correspondante , dont l’argument est compris entre — a Gis s 0 
4 


Entre les deux fonctions i/— (a-+ bt)? et Va+ bz, précé- 
demment définies, on a les relations 


hi a 
V/—(a+ btp= e * fa+ br, 


ot il faut prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant 
que 0 est positif ou négatif. En effet, si b est positif, Pargument 
de a + bz peut étre regardé comme compris entre o et 7, puisque 
le coefficient de i dans a + 67 est positif; l’argument de la quan- 


uté \/a+ bc, définie comme précédemment, sera done compris 
mi 

T see : 1 

entre o et —, et Yargument de e * \/a+ bz sera bien compris 


Tw T . 4 7 = . 
entre — — et + => comme celui de = (a + b7z)?. Le raisonne- 
4 4 
ment est le méme quand 06 est négatif. 
: , ; : aa aaa a s : 

Quoi qu’il en soit, la foncuon ae (a+ bc)? définie, comme 
nous venons de le faire, est univoque et continue pour les valeurs 
de + représentées par des points situés au-dessus de l’axe des 
quanutés réelles, et, si ’on écrit, au lieu de l’égalité (8), Végalité 


(v7) h(t) = ¢, /—(a + 6t)2h(z), 


ou ¢, est une racine vingt-quatriéme de lunité, il est évident, par 
le raisonnement du n° 181, que ¢, ne peut dépendre de 7; en sorte 
que l’on peut remplacer la formule (+) par celle-ci : 


NTi 


(8) h(t) =e ® V—(a+ 6t)2h(s), 


N étant un nombre entier indépendant de z qui, lorsqu’on se donne 
a, b, c,d, west dailleurs déterminé par cette formule qu’a un 
multiple prés de 24. Nous allons donner de ce nombre N une dé- 
finition précise. 


219. On tire de Végalité précédente 


logh(r) = N= oe zlosl—(a+ bz)?] + logh(t) + 2kni, 
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k étant un nombre entier qui dépend des déterminations choisies 
pour les logarithmes. On peut faire rentrer k dans N, ce qui ne 
modifie N que d’un multiple de 24, et adopter pour les logarithmes 
des déterminations précises: alors N sera enti¢rement déterminé. 


Nous avons choisi l’argument de —(a-+ bz)? compris entre 
—tm et +7; il est naturel d’adopter pour log[— (a+ 67)?] la 
détermination correspondante, c’est-a-dire la détermination prin- 
cipale, celle pour laquelle le coefficient de ¢ est compris entre 
—ntet-+7. D’autre part, la définition de h(z) 


Liat) aoe 


h(t) = e '2 [jc- q?”) 


na=1 


donne, en choisissant convenablement les déterminations des loga- 
rithmes, 


logh(t). = ~ + log A (1— g2”). 
(suk 


Mais il est aisé de voir que l’une des déterminations du logarithme 
qui figure au second membre est la somme de la série conver- 
. 1 

gente (') 


ot le logarithme asa détermination principale. 


Pour éviter toute ambiguité, nous poserons, en conservant tou- 
jours cette signification a log(1— g?”), 


o 


ue r=owo 
) Ih(z) = St + Slog: — 92”) 


ek 


( 


(*) C’est 1a une propriété générale que l’on a négligé de signaler dans I’Intro- 
duction et que nous rappelons rapidement ici. 
Observons d’abord que, si x est un nombre imaginaire dont la valeur absolue 


’ : TT 
est moindre que un, l’argument de 1+ @ peut étre suppose compris entre — 5 


et ~, en sorte que la détermination principale du logarithme de 1+ a le 
2 
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lh(z) est alors une des déterminations de logh(z); c’est une fonc- 
tion univoque et continue de ¢ pour les points + situés au-dessus 


: Br hee : T T 
coefficient de sa partie imaginaire compris entre — = et + oe log(1+ 2) est 


ainsi défini, sous la condition | z | <1 comme une fonction univoque et continue 
de x; cette fonction coincide avec la somme de la série 


un produit infini absolument convergent dans lequel on suppose que tous les 
termes w,, aient leur valeur absolue moindre que un. En désignant par v, la dé- 
termination principale du logarithme de 1+ w,, on aura 


2 3 
on Un UA, UR 
eT yey 
awe ee te, u2 
Cette série reste convergente quand on y remplace tous les termes —2, — —2, 
I 2 
un 
3c: par leurs valeurs absolues; elle a alors pour somme 


Vn =. log (x — | u, 1), 
le logarithme ayant ici la signification élémentaire. 


D’ailleurs, la série a termes positifs 


est convergente a cause de la convergence du produit infini 


n=o 


[] Geen. 


n=1 


Il en résulte (n° 38) que la série 


n=o n=o 


aS v, ou log(1 + wu,), 
1 eal 


i 


dans laquelle le logarithme a sa détermination principale, est convergente > sa 
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de l’axe des quantités réelles. Nous aurons de méme 


TTL ~ 
(£) Ih(r) = =" + S log(i — 92), 
(ea 
en supposant 
= erm, 
et, finalement, nous écrirons 
(n) Ih(v =NE, + Zlog(—(a+ 6)?] + Ih(7). 


Le nombre entier N est complélement déterminé par cette éga- 
lité, ainsi qwil résulte toujours du raisonnement du n° 181, puisque 
les fonctions 


7 


In(r) = th (S=5*), log[—(a-+ bt)2], th(z) 


sont uniyoques et continues pour les valeurs considérées de <z. 

C’est la détermination de ce nombre précis, au moyende a, b, 
c,d quiva désormais nous occuper : l’égalité précédente met en 
évidence que sa valeur ne change pas quand on remplace a, b, 


c, d par — a, — b, —c, —d. 


220. Tout d’abord, nous allons substituer 4 la recherche de N 


valeur est manifestement une des déterminations de 


n=@oe 


log [ J a+ we 


bd | 


il en résulte aussi que la série a double entrée 


ot n et p doivent prendre les valeurs 1, 2, 3, ..., est absolument convergente et 
peut étre ordonnée comme I’on veut. Dans le cas du texte, ot l’on a|q| <1, on 
trouve ainsi, en ordonnant suivant les puissances entiéres de q, 


n=o uo 
—»¥ log(1— 9") 9 a," 
mwa n=1 


ou a, est la somme des inyerses des diviseurs du nombre n. 
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la recherche d’un autre nombre entier qui ne dépend plus que de 
Dip Op 

Dans le cas ot. a et b sont différents de zéro, on doit toujours 
supposer a et b premiers entre eux, puisque ad — be est égal 
aun, 

Regardons a, b comme des données; c, d doivent alors former 
une solution x =c, y =d de |’équation indéterminée 


ay—bxe=t 


et comme a, sont premiers entre eux, toute autre solution sera 
donnée par les formules 


c'=c+ ma, d=d+mb 
ou m est un entier quelconque. Soit d’ailleurs 


pe Ce aac 
T= — — 1-770, 
a+ bt 


et N’ le nombre qui dépend de a, 6, c’, d' comme N dépend de a, 
b, c, d; nous aurons 
[ 


Ms 


Ih(r’) = n= + -log[—(a + b«)?] + lhe. 


D’ailleurs 


vCal) = No SS 70) = Washed: + Mlogu — Q?”); 


12 


a la vérité, on aurait dd, dans cette égalité, remplacer @ = e™ par 
elt Hn) Ti, 
mais cette substitution ne peut que changer Q en — Q el, comme 


on ne voit figurer que des puissances paires de a, elle est inutile. 
On a donc 


h(t’) = lh(r) + mo, 
12 
et, par suite, en comparant les valeurs de lh(r) et lh(z’), 


Neoim= N’, 
ou encore 
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Le nombre N — “ reste donc le méme quand on substitue a c, 
d, n’importe quelle solution de l’équation indéterminée 

ay —b2 =1; 
en d’autres termes, il ne dépend que de a, 0; il en est de méme 
du nombre entier DN — det du nombre entier 

bN—a—d; 
c’est ce dernier nombre que nous allons chercher a déterminer; 


une fois qu’il sera connu, N sera aussi connu. 
Nous poserons (') 


(0) bN—a—d=[a, 6]; 


et ’équation (7) qui définit N sera remplacée par |’équation 


es (St) - eee 


, | — 7 )2 
as ae TL Eyles (a + 6%)?] + lhe, 


qui définit le nombre [a, 6] quand a et b sont différents de zéro. 
Dans le cas ot a est égal a zéro, nous poserons encore 
bN—d=[o, b], 


en sorte que |’équation (x) subsiste; nous prouverons d’ailleurs 
dans un instant que [o, 0] est nul, et par conséquent indépendant 
de d, ce que la définition précédente ne montre pas tout d’abord. 

Le nombre [a, 6] est done défini par léquation (x) pour tout 
entier 0 différent de zéro et pour tout entier a. Le symbole [a, 6] 
n’aurait aucun sens si nous y supposions b = 0. 


221. L’égalité (x), en y changeant a, b,c, d en — a, —b, —c, 
—d, montre de suite que l’on a, pour tout entier 6 différent de 
zéro et pour tout entier a, 


(1) [— a, — 6] =—[a4, 6]. 


D’autres propriétés du symbole [ a, 6] vont s’obtenir en faisant 
diverses substitutions dans la méme égalité. 


(*) Vintroduction du symbole [a, 6] et les démonstrations de ses propriétés 
qui suivent, n°* 221-227, sont dues a M. Dedekind. 


T. et M. — II. 4 
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En supposant 
T= ut vi, 


ou vw. el vy sont des nombres réels dont le second est positif, faisons 
T=— Pv. 


Les deux points 7, +, sont symétriques par rapport a l’axe des 
quantités purement imaginaires. Les nombres 7, — t% sont con- 
jugués; il en est de méme des nombres (7, ¢t,, et, par suite, des 
nombres 


. eK g5 
q — Eun. q cod CMO! 


ainsi les deux fonctions 


== no 


bea [fo-e,  bey=d PPo-a 


incl =A 
sont imaginaires conjuguées. 


Si Pon pose 
—c +- an 


? 
Cie b% 


i 
il est clair que les deux points ret r, sont dans la méme situation 
relative que 7 et t,, puisque 


ee a MC en) 
a+ b(—%) 


? r= 
a+ bt f 


sont des nombres imaginaires conjugués; les deux fonctions h(r), 
h(z,) sont donc aussi imaginaires conjuguées. 
Comme les coefficients a, — b, —c, d de la transformation 


—c+day 
a—bry 


vérifient la relation ad — (— 6) (— c) =1, et que les points ¢, 
el r, sont au-dessus de l’axe des quantités réelles, on peut appli- 
quer la relation (x) en y remplacant + et v respectivement par 7, 
et T,, et simultanément a, b, c, d par a, — b, — c,d. On aura 
ainsi 

[a,—b]+a+d_. 1 


(cy. Un erge ee aaeee Tl z esl (a— 6b%)?\ + Ihy. 
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Mais les valeurs principales des logarithmes de deux quantités 
imaginaires conjuguées sont elles-mémes des quantités imagi- 
naires conjuguées ; telles sont donc les fonctions 
i I 
cele Ae +67] et 7 los [— (a+ 6%)? ], 
I 


logii—g7" "et, log(1—g’2”), 
Ih(t) et Ih(%), Inn) et Whine 


En se reportant aux équations (x), (A), on en conclut 
(2) [a, — 6] =[a, 6]. 

Cette égalité jointe a Végalité (1) 

[— a, —6] =—[a, 6] 

donne, pour tout entier } différent de zéro et pour tout entier a, 
(3) [— a, 6} =—[a, 6], 
dou, en particulier, pour a= 0, 
(4) Lomb] ="0: 


Ces égalités montrent que, pour le calcul du nombre [a, 6], on 
pourra se borner au cas ou a et O sont positifs. 


222. Changeons maintenant, dans l’égalité(x), ten t+1. Comme, 
d’aprés la formule (¢), ona 


--1)Te TU 
Ib(z-+1) = G40 Sie Ih(x) + 2, 


n=4 


on pourra écrire 


in | oS | = FOES eee vag (a+b+bs)] +Ihe+ =; 


a+ b(¢-+1) 126 


mais on a aussi, en remplacant dans la formule (x) les nombres 
a, 6,¢c,d par a+b, b, c+-d,d;ce qui est permis puisque 
(a+ b)d—(c+d)best égal a1, 


nmi++;log[—(a+b+67)]+]hz; 


e+d+dt|] [a+6,b]+a+b+d 
Bess 126 


Univ. of Arizona Library 


100 CALCUL DIFFERENTIEL. 


on en conclut 
[a+ b, b|=[a, 6], 


et il en résulte par répétition, en désignant par n un entier quel- 
conque, 

(C5) [a+nb, b] =[a, db]. 

Ainsi les deux nombres [a, 0], [a’, 6] sont égaux si l’on a 


a=a (mod. 6). 


; Sige eerie oc 
993. Changeons aussi, dans ]’égalité (x), t en — —: il viendra 
fo) y) fo) ’ 
rh 


Ih ee eee log | (« *) | +ih(—2). 
126 4 T c 


—b+ at 


D’autre part, en remplacant dans la méme égalité (x) les nom- 
bres a, 6, c, d par les nombres — b, a, — d, c, on aura p 


Se CR el On Oe ee ee 
Ih [=| eee nit 7 log[—(—6 + az)'] + Ih(s), 


: : —d+et 
et la comparaison de ces deux expressions de lh | —_——— | va 
—6 at 


nous fournir une nouvelle propriété du symbole [a, b]. 
On a établi (n° 185) Ja relation 


comme on s’en assure immédiatement en supposant a=o, b=1 


dans la formule 


TL 
V—(a+btp=e t fa+tbe 
établie au n° 218 pour un entier positif quelconque b. 


On en conclut, puisque Jh(t) est Pune des déterminations de 
logh(t), 
1h (- =) = zlos(— 52) + Ih(t) + 2kri, 
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k étant un nombre entier qui, toujours en vertu du raisonnement 
fait au n° 184, ne peut dépendre de <, puisque les trois fonctions 


mh (— “)) log(— <2), h(x), 


sont univoques et continues pour les valeurs de + représentées par 
des points situés au-dessus de l’axe des quantités réelles; d’ailleurs, 
pour t=7, on a évidemment k = 0; donc, on a dans tous les cas 


mh (— -) = 7 ioe(— <2) + lhe, 


et, par suite, 


| Ca LN ni ‘tog[—(a—2)"] 
() | = : 


‘ log[—(— 64 az)]+ 7 log(—*) =o. 


224. Supposons maintenant a>o, b> o et faisons la remarque 
préliminaire que voici : Si x est représenté par un point situé au- 
dessus de axe des quantités réelles, on pourra prendre pour l’ar- 
gument € de x un angle compris entre o et 7; l'un des arguments 
de — 2? sera a§ —tw, el cet argument est compris MURS Sas 
et + 7; par suite, le coefficient de z dans log(— x?) sera précisé- 
ment 2§—7, en désignant par log(— x2) la détermination prin- 
cipale du logarithme. 

Soient donc i, uv, vy les arguments, compris entre o et x des 


b : : ‘ 
nombres t, at — 6, a — = qui tous ont pour coefficient de ¢ un 
T 


nombre positif. Observons que l’on a yp >: en effet, pour con- 
struire le point at — b, on peut construire d’abord le point at 
qui se trouve sur la méme direction, ‘partant de Vorigine, que 
le point t, puis avancer ce point, sur une paralléle 4 Vaxe des 
quantités réelles, dans le sens des quantités négatives, d’une 
longueur égale a 6: dans ce dernier mouvement,'il est clair que la 
direction qui va de l’origine au point mobile tourne dans le sens 
des rotations positives. Puisque l’angle u — d est positif, inférieur 
a m et que cet angle est une des déterminations de l’argument de 


gigs il ne peut différer de v. Il résulte de la que le coefficient 


Tv 
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de z dans 


log [- (« _ *)*] + log(— 7?) — log[—(at — b)*] 


est 
av—nt+o2hk—nr—(2'u—T)=— TT. 


Dés lors l’égalité (p.) conduit a la relation 


[ao] ad [= 6, al— bec 
b a 


qui, en remplacant [ — 6, a] par —[ 0, a}, donne 
ala, b|+ b[6,a)+a?+ 62?+1—3ab=0. 


Cette relation suppose a, 6 positifs; maisil est aisé de voir, en fai- 
sant usage des relations (1), (2), (3), que l’on a, dans tous les cas 
ou. a et 6 sont différents de zéro, 


(6) ala, 6]+ b6[6, a]4+ a+ 6?+1—3ab sgnab =o, 


en désignant en général par sgna, ot A est un nombre réel quel- 
conque différent de zéro, l’unité affectée du signe + ou du signe — 
suivant que a est positif ou négatif. 


225. Cette relation (6), jointe a la relation (5) 
a+nb, b|=[a, 6], 


permet, dans le cas ot @ n’est pas nul, de ramener le calcul du 
nombre [ a, b| défini par l’égalité (x) au cas ot le nombre a est 
égal 4 +1. En effet, la derniére relation montre que l’on peut 
toujours remplacer @ par le reste de la division de a par 8b, en 
d’autres termes supposer |a|<|6|; cela fait, la relation (6) ra- 
méne le calcul de [ a, 6] a celui de [ 6, a]; on remplacera encore b 
par le reste de la division de 6 par a, etc. Les nombres que l’on 
substitue successivement a a, 6 sont les nombres mémes que l’on 
trouve comme restes dans l’opération. du plus grand commun di- 
viseur; puisque a et 6 sont premiers entre eux, deux restes consé- 
cutifs sont toujours premiers entre eux et le dernier reste est £1, 
en sorte qu’on est ramené a calculer [ 1, a]. 
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226. Le calcul des nombres [1, a], [—1, @], ou a est un entier 
différent de zéro, n’offre aucune difficulté. 
La relation (6) donne en effet, en y supposant b=1, 


a[la,1]+[1,a@]+ @+2—3asgna=o; 
comme, d’aprés les relations (5) et (4), ona 


[a@, El 4 (er 1] = O, 
on peut écrire 


(7) [1, @] = 3asgna — a®?—2=—(a— sgna)(a—2sgna). 
On déduit d’ailleurs immédiatement de la relation (3) que l’on a 
[—1, a4] =—[1, a]. 


Dans tous les cas, la recherche du nombre [ a, 0] est ainsi rame- 
née a des opérations purement arithmétiques. 

Il serait aisé de démontrer que ce nombre est toujours pair : 
nous ne nous arréterons pas a cette propriété dont nous n’aurons 
pas besoin. 


227. Nous calculerons encore a,2]et 2, a]. 

On doit nécessairement supposer @ impair; en ajoutant a @ un 
nombre convenable de fois 2, on raménera a a étre égal a Vunité; 
mais la formule (7) montre que[r, 2| est nul; on en conclut 


(8) | 25 | ig 2 Ie 
On a ensuite 


ala,2]+2[2,a]+@+ 5—6asgna=o, 


ats- 5 —6asgna 


2} 


(9) [2,¢]= 


228. Notre but est de ramener le calcul du symbole [a,b] a 
celui d’une autre expression qui joue un réle considérable en 
Arithmétique et que Pon désigne par le symbole 
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introduit par Legendre et généralisé par Jacobi : c’est M. Hermite 
qui a montré (') le rdle de ce symbole dans la théorie qui nous 
occupe, rdle que Jacobi avait d’ailleurs soupgonné (?). 

Ce symbole peut étre défini dans le cas ot les nombres a, 0 sont 
des entiers impairs premiers entre eux dont l'un au moins est po- 
siuf, par les proprictés suivantes : 


1° Siaest positif, ona 


)-(} 


a=a' (mod 6b), 


2° La congruence 


ou a’ est comme @ un nombre impair et b un nombre positif, en- 
traine 


3° On a, en supposant que l'un au moins des deux nombres a 


et b est positif, 
(F)(Z)=(-9 ay rae 


° On a enfin, en supposant a >o 
’ pp ) 


pe ate 
ie ea 
La propriété 3° est ce que l’on appelle la loi de réciprocité. 


229. L’existence, pour chaque couple de deux nombres impairs 
a, b, premiers entre eux et quine sont pas négatifs en méme temps, 


w 


; are a oa te ; Bie i bes 
d’une fonction numérique . qui jouisse des propriétés précé- 


dentes résulte en Arithmétique de la signification du symbole ay 


dans la théorie des restes quadratiques comme aussi de diverses 
expressions analytiques que l’on en peut donner. Nous n’avons pas 
a y recourir, car cette existence nous sera assurée par la question 


(‘) Journal de Liouville, 2° série, t. II, p. 26. 
(*) Werke, t. Ill, p. 189. 


~ 
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méme qui nous occupe : nous avons seulement a observer que, 
si l’on admet cette existence, les propriétés 1°, 2°, 3°, 4° per- 
a . 
mettront de calculer le nombre @ toutes les fois que les nombres 
NS 
a, b seront donnés. 
wie iF. oO - b2 , 
En effet, la propriété 1° permet de supposer toujours que le dé- 
nominateur du symbole est positif. Si maintenant @ est plus grand 
en valeur absolue que 6, on déterminera le nombre entier n par 


les conditions 
anb<a<anb+ ob, 


et Von remplacera a par celui des deux nombres a — 2nb, 
a —2nb— 26 quiest, en valeur absolue, moindre que b; soit a 
le nombre choisi, qui est évidemment impair et premier a 5; on 
aura a cause de (2), 


Si a, se trouve étre égal a E71, la propriété 4° donne la valeur 


a : hae ; 
du symbole € Ie s'il n’en est pas ainsi, on raménera le calcul de 


b 
Qa, \ 


(3) au calcul de (=) par la formule 


ap 
(2 ees) P te 
RUS b ; 


i 


. 3 2 2 b i - 
qui résulte de 3°; on traitera (=) comme on a fait pour (G): et 


b 
1 
comme, en continuant ainsi, les termes des symboles successifs 
sont des nombres entiers de plus en plus petits en valeur ab- 
solue, on finira toujours par étre ramené a calculer un symbole 
Sig NAVE eee 3 F : Bei 
de la forme (=) 4 dénominateur impair positif, symbole dont la 
valeur + 1 ou —1 sera donnée par la propriété 4°. 
: eee Dae & 

Dans cette suite d’opérations, chaque symbole (5) est égal 

4 celui gui le suit, ou & son inverse, multiplié par 1. Comme 


- zis I \ f BY ! 3 A 
le dernier symbole (=) est égal A+ 1, il enest de méme de tous 


ceux qui le précédent et du symbole (5) lui-méme. 


230. Observons que le méme raisonnement et les mémes con- 


106 CALCUL DIFFERENTIEL. 


clusions subsisteraient si, en conservant les propriétés 2°, 3°, 4°, 
on remplacait la premiére propriété par la suivante 


Ge 


a Pec RAS : , A F 
le symbole (5) ainsi défini serait encore égal 4 1 et par consé- 


quent serait exactement le méme que le précédent. 
Dans lun et l’autre cas la loi de réciprocité peut étre remplacée 
par la formule suivante 


(2)-(3) 


: eee a 
Enfin nous aurons encore besoin de la définition du symbole 3) 


quand a est pair; b est alors nécessairement impair, si l’on veut 
que les nombres a, 6 soient premiers entre eux. Nous convien- 


drons alors de prendre 
a a+ nb\ 
(5) _ S pe 


n étant un nombre entier impair tel que des deux nombres im- 


pairs a+ nb et b Pun au moins soit positif; la définition est 


ae, 5 P / b 
évidemment indépendante du nombre 7 et le symbole (—*) 


se calculera par la régle précédemment exposée. 


231. Aprés cette digression sur les seules propriétés du symbole 


<) dont besoi a t lons que, d 

z ) dont nous ayons besoin pour le moment, rappelons que, dans 
’ p > ’ Or xe : : . 
expression (0) de h(r), c’est la quantité e ” qui figure. D’aprés 


Ti 
3 Jatt - . apy (at+d+[a, b)) 
la relation (9), cette quantité est égale a e?? 


. Les pro- 
priétés (1)...(7) du symbole [a, b] aménent a rechercher quelle 
est sur cette expression, l’influence de l’interversion des lettres a, 
b, a laquelle il faut faire correspondre le changement de c, d en 


—d, —c de maniére a vérifier l’égalité 


Ae wea Sr ie i 
Soit done 
ae beor ean | 
= a ‘ 


N’ 
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on aura 
, ala, b|+ b[b,a]+ a+ b24-ad— be 
N+ N= ? 
ab 
et, par conséquent, 
NTi Noi 89 wi 
— sgn(ab) 


12 < Py 
@ So@ 2 age . 


en vertu de l’égalité ad — bc =1 et de la relation (6), qui montre 


que N + N’ est égal 4 3sgn(ab). 


232. On est amené a chercher a modifier, par l’adjonction d’un 
»P J 

facteur convenable, la racine vingt-quatri¢me de l’unité considérée 

de maniére que le produit qui remplacera 


soit égal a 
fa—1)(b-1 


(=) 
Te 
« 5 . = sgn(ad) 
au lieu d’étre égal ae * ; 

Bornons-nous d’abord au cas ot'les nombres a, b sont impairs 
et positifs. Le probléme posé sera résolu si l’on trouve une fonc- 
tion 9(a, b,c, d) qui représente toujours un nombre entier et 
telle que l’on ait 


o(a, b,c, d)+ ~(6, a, —d, —c)=—3(a—1)(b—1)—3, 
car on aura alors 


(N+9) Tz (N'+-9') Ti eal ear yp er MGs Ue) 
e 12 xe 12 =e * =(—1) 4 


[on a écrit © eto! ala place de 9(a, b, c, d), 9(b, a, —d, —c)].- 
Or l’équation de condition peut s’écrire 


o(a, b,c, d)+9(b, a, —d, —c)=3(a+ b6—2)—2ab+ ab(be— aa), 
et lon voit qu’on y satisfait en posant 
o(a, b,c, d)=3(b —1)4+ ab?c — ab — ac — bd. 


233. Nous sommes ainsi amenés a considérer la fonction des 
quatre nombres a, 0, c, d définie par légalité 


Mine 
(Gh OQ C\=Ee !, 
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ou M est un entier défini par l’équation 


at+d--+[a,b] 
‘ b 


Mee + 3(6 —1) + ab?c — ab — ac — bd. 

Nous n’imposons plus, pour le moment, aux nombres a, b 
d’autres conditions que d’étre premiers entre eux et nous allons, 
dans cette hypothése, établir les propriétés de la fonction 
(a, b, c, d). Tout Vabord, elle ne dépend que des deux nombres 
a, b, car sil’on y remplace c, d par c+ na, d+ nb, M est rem- 
placé, comme il est aisé de le voir, par 


M + n(a2—1)(62—1); 


or l'un des nombres a, 0 est impair, lun d’eux n’est pas divisible 
par 3; il en résulte que le produit (a@?—1)(b6?—1) est divisible 
par 24; l’accroissement de M étant divisible par 24, la fonction 
(a, b, c, d) n’est pas modifiée par la substitution 4 c, d d’une 
solution quelconque de l’équation indéterminée ay — ba =1. 
C’est ce que l’on avait annoncé. 

Il conviendrait d’aprés cela de faire disparaitre c, d du symbole 
(a, b; c, d) et d’écrire par exemple (a, 6) au lieu de (a, b,c, d). 
Nous conserverons cependant la notation (a, 0, c, d) pour faciliter 
au lecteur V intelligence des calculs qui suivent. [1 est entendu que 
si, a, b étant donnés, on adopte pour c, d une solution de l’équa- 
tion indéterminée précédente, on pourrait tout aussi bien en 
adopter une autre. 


234. Des calculs trés faciles montrent qu’aux propriétés (1 — g) 
établies pour le symbole [a, 6] correspondent pour le symbole 
(a, b, c, d) les suivantes 


(a, b,c, d)(a, — 6b, —c, d) =—i, 


F{b(b*—1)(2e-44) ; 
(a+6,b,c+d,d)=e® (a, b,c, d), 


— 7! (a—1)(b—1)—sgn(ab)-+1) 
bd 


(a, b,c, d)(b6, a, —d, —c)=e 


Tet 
——(1—sgna) 
(y@, 0,1) =e ’ 


TI 
——(1+sgna—2a) 
(—1,a@,0,—1)=e * 


b) 


Ti 
Opal —*S(-a?+3—2sena) 
SPOS 8 Ds = 6 : 
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235. La troisiéme de ces formules coincide avec la loi de réci- 
one . a oPe 
procité relative au symbole (§) quand ab est positif : nous nous 
rapprocherons de ce dernier symbole en introduisant a la place de 
a OF fe 
(a, b, c, d) le symbole 5 | relatif 4 deux entiers quelconques a, b 


b 
premiers entre eux et défini par Végalité 


a Cl yey 
(e) (a,b,¢,4)=[]e% - 


Aux propriétés précédentes de la fonction numérique (a, 0, c, d) 
correspondent les propriétés suivantes de la fonction numérique 


a . _ 
AE ou @ et 6 sont premiers entre eux, 


6b 
a a ar atb Sale em b(B=1) (20-44) 
b =p” b ~ Le ? 
a b Pz —B!(a—1)(b—1)—(sgna—1) (senb—1)] 
bf a. ea : 


Tr - AR 
I —I —(a—sgna) 2 —(a?—1) 
= =I, == = Oe ) = —e8 . 
a a a 


ae tc : : 2 
En écrivant, en dernier lieu, [2] on suppose naturellement 


que a soit impair. La troisiéme de ces formules pourrait étre re- 


gardée comme la loi de réciprocité relative au symbole 5 | : 


236. Dans la seconde de ces formules figurent les nombres c, d 
dont elle est indépendante. En effet, si b estimpair ou s'il est divi- 
sible par 8, le nombre (6? — 1) est évidemment divisible par 24 ; 
dans ces deux cas ona 


et, en général, 


si a@ est congru a a’ (mod. b). Si b est le double d’un nombre pair 
sans étre divisible par 8, 6(6?—1) est divisible par 12 et, comme 


2c-+d est impair, ona 


a+b a] 700-1) i 
[=] =[5]e" eo NEE | 
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Enfin, si b est le double d’un nombre impair, comme on a 
a(2e+d)=1+c¢c(6+ 2a), 


et que b+ 2a est divisible par 4, on en conclut que 2c +d est 
de la forme 4n +1 ou de la forme 4n —1 suivant que aest d’une 
forme ou de l’autre. On a donc 


a+b a] +n 6(s2-1) ig psa eee) 
pee — —_ e 12 = a i Ses Ca 
| Li b 


ot il faut prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant 
que aest congru a +1 ou 4a —1 (mod. 4). 
P * + ° 5 : a 
Il résulte aisément des diverses propriétés du symbole B 
que ce symbole est toujours égal 4 l'un des quatre nombres + 1, 


+7. Il suffit de raisonner sur ce symbole comme on a fait au 


n° 229 sur le symbole (§): 


237. Dans le cas ou a, b sont des nombres impairs dont l'un au 
moins est positif, on voit que l’on a 


Ls [z| = (- ag = 


La derniére formule suppose naturellement que @ soit positif. 
On enconclut que si a, b sont deux nombres impairs, premiers — 


entre eux et dont ’un au moins est positif, le symbole B est 


: . a eae : 
identique au symbole @) de Legendre, généralisé par Jacobi. 


Lorsque @ est pair et 6 impair, on doit prendre 


a\  /a+nb 
by b : 
ot n désigne un nombre impair; mais alors a + nb étant impair 


et ’un des nombres a+ nb, b étant positif, [| est iden- 
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5 i Qo ty - 
tique a —,_} en vertu des remarques antérieures relatives 


sy a 
b 
Le symbole [5 | est donc identique au symbole (¢ 
les cas ow ce dernier symbole a été défini : il doit en étre re- 


gardé comme la généralisation. 


) dans tous 


238. Si l’on applique successivement les relations (0), (v) 
et(p), ona 


N@i ard+la,b) Ti 
Oe ne =(a,b,c,d)e ® 


(8 (b —1) ++ ab? c—ab —ac— bd} 


E —** 8b-+abtc—ab—ac—bd—3sgnb) 
— => é ms ° 
b 


En réunissant les résultats acquis, on voit donc que l’on peut 
mettre dans tous les cas la relation (6) sous la forme 


Ti Aeere ee ee A eee te 
(CSUN) (Cr) [; Be eee 4) —b( Be ace Sea 


CO a a Te A 
Vargument de f— (a+ bz)? étant compris entre —- : él, ae a et 
4 


le symbole 5 | étant défini par les propriétés ci-dessus du n° 237 


qui permettent de le calculer. 


239. On en déduit immédiatement les valeurs des racines hui- 
tiémes de l’unité ¢, ¢’, e”, e”” qui figurent dans les formules (XLII). 
D’aprés la formule (8), on a, dans tous les cas, 


Hen En (PRUE 


En élevant au cube les deux membres de cette relation, puis rem- 
placant h?(r) par sa valeur tirée de la relation (XLV,;), on a 
immédiatement 


CxElls) 6 2 


EE ab+ac+bhd—acbh?—3b 
pesos can ; = ; 


112 CALCUL DIFFERENTIEL. 


Le probleme posé au n° 179 est donc résolu. 


240. On peut écrire la formule (XLV,;) d’une maniére un peu 
différente de facon a n’y faire figurer que le symbole de Legendre- 


Jacobi. 

L’un des nombres a, 6 est impair et comme l’on peut dans 
e+dt 
atbs 
supposer que c’est le nombre dont on sait qu’il est impair qui est 


se changer les signes de a, b, c, d, on peut toujours 


positif. 
On distinguera donc deux cas: 


1° bimpair et positif. Alors on a 


a a 
[s1=() senb =1, 


et, comme on I’a vu au n° 218, 


Ti 


VC bty?=e *§ fa+br, 


la partie réelle de la racine carrée-€étant positive. 


Mais, comme 0 est positif, on a aussi 


e va+6t=V—it(a+ bz), 


e/a 


si ’on entend par v— i(a + bz) celle des deux déterminations de 


la racine dont la partie réelle est positive : les arguments des deux 
ni 


Ds a 
quantutés e va+ bc et /—i(a+ b>), dont les carrés sont 


r . TT FE 
égaux, sont, en effet, tous deux compris entre — — et + -- 
4 4 


On a donc, dans ce premier cas, puisque b?—1 est divisible 
par 8, 
1—b Ti 


(XLV,,) h{(r) = () i? ¢ 2 


\ 


[ae(b3—1)—b(a4 ee i(a + bz) h(z) 


2° a impair et positif. En appliquant la loi de réciprocité du 


a n “A : P ate 
symbole 5 | donnée au n° 235, on a, puisque a est positif, 


a Oa ie Ea i) =1) 
b a ==6 “ 
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: : ‘ ; b F ; : n/a 
Mais puisque a est impair, | — est certainement identique a ( — ); 
? ING I a 


dont la valeur est +1 ou —1; on peut donc écrire 


a el b es 
Fal ee AOS ‘ 


D?’ailleurs, comme on l’a vu au n° 218, on a aussi 


Ti 
= ssn8 


V/—(a+ bt =e Va-+ bx, 


la partie réelle de la racine carrée étant positive. On a donc, dans 
ce second cas, 


-) sary Oe Ne) Usa EER ca ny, 
e 


h(n) = (2 a+ bvh(t)., 


Le coefficient de — = dans l’exponentielle est égal a 


3(i1— a@)+2ab+ ach?— ac — bd = 3(1— a) + ab + &@ bd — ac — bd: 


on aura donc finalement 


a—t1 Ti 


(XLVI.) h(n) = (4) i 2-¢ 2 


[a(b NSA) GACT 
a+bch(t). 


Les formules (XLVI;_¢) ont été données par M. Weber ('), 


qui en a présenté la démonstration sous forme de vérification. 


241. On peut aussi écrire la formule (XLII;) de maniére a 


n’y faire figurer que le symbole (5) de Legendre-Jacobi; il faut 


encore distinguer le cas ot 6 est impair et positif de celui ott a 
est impair et positif. On arrive aisément aux résultats que voici : 


1° Si & est impair et positif, on a 
ai b(a+d—3) 
xii) = (Fé eae 


2° Sia est impair et posiuif, ona 


b a(3—b+c)—3 
(XLU.) ea(z)i Lo, 


(‘) Elliptische Functionen, p. 100. 
T. et M. — II. 8 
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Si on suppose que @ et 6 sont impairs et positifs, ce qui ne 
peut arriver que dans les cas 3° et 4° du Tableau (XX¢), les deux 
formules coincident, comme il résulte immédiatement de la loi de 
réciprocité et de la congruence 


ab —ac+ bd—2a—2b6+2=0 (mod. 8) 


quia lieu en vertu de la relation ad — bc =1, lorsque des quatre 
nombres entiers a, 0, c, d, un seul, c ou d, est pair. 


§ VII. — Transformation quadratique des fonctions Théta. 


242. Aux formules précédentes qui concernent le cas ow les 
quatre enters a, b, c, d caractérisant la transformation considérée 
sont liés par la relation ad — be =1, viennent s’ajouter, comme 
dans l’étude des fonctions du, ¢,u, d’autres formules qui concer- 
nent le cas ott le déterminant ad — bc est un entier quelconque. 
Cet entier est ordre de la transformation. Nous envisagerons 
Wabord le cas ot il est égal a 2. 

Le raisonnement du n° 130 s’applique aux fonctions S3(¢) 
aussi bien qu’aux fonctions du, ¢,u, avec cette restriction que les 
systemes de demi-périodes improprement équivalents au systéme 
(w,, 3) sont exclus (n° 151) pour les fonctions S(¢). IL suffit 
donc de considérer la transformation d’ordre 2 ot l’on change wo, 


G) : : x 
en = sans changer w;, ce qui revient 4 changer ¢ en 29 et ten 27, 
. . 1@) 
et la transformation d’ordre 2 ot l’on change w3; en — sans 
2 


: : \ : v 
changer w,, ce qui revient a changer simplement 7 en re La pre- 


miére de ces deux transformations est la transformation de Landen, 
la seconde est la transformation de Gauss. 


243. En combinant les formules concernant ces deux trans- 
formations et celles que l’on en déduit immédiatement concernant 
les transformations inverses, entre elles et avec celles déja éta- 
bles qui concernent la transformation linéaire, on aura toutes les 
formules de transformation quadratique des fonctions S(¢). Les 
formules de transformation dont l’ordre est une puissance entiére 
de 2 s’obtiendront de méme, par la combinaison et la répétition 
des transformations précédemment définies. 


~ 
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244. Nous allons done chercher 4 exprimer, d’une part, les 


48 
se }) ea 
2 


Nous désignerons, comme nous l’avons déyja fait a propos des 
fonctions ¢u, ?,u, par de petites capitales, les constantes relatives 


* Ww ie) ; 2 
aux fonctions o(u| St, ws), da (u| ot, 0) et J(2¢ | 97). Ainsi 


nous poserons 


fonctions S(2~|27), dautre part les fonctions 3 


moyen des fonctions S(¢ | 7). 


o= 7? — e2tkt 


V:=='90 


ie ne 


(OUVIG ee i = 
v=0 V0 

Q = [| i (1 ate gq22V—D), Os | i G —s g22v—-0)), 
Vest Vet 


Les quantités Q, Qo, Q1, Q2, Q3 sont d’ailleurs liées par les 
mémes relations algébriques (XX VII;_¢) que les quantités q, qo, 
Yis J2. V3 . 


Nous désignerons de méme par de petites capitales accentuées 


les constantes relatives aux fonclions ¢ (w | 4, =), oy (w| W4, “2) 
‘ oo 
eS (v | =) - Ainsi 
1 tre 
Q’ —— = (2 2 
voo V=0 
: o=[]Jo-”, =P foc+o, 
(XLVIII, ) er steer 
v=0 : 1 v=0 1 
at yet 
o=[] +4 2), o=[[l—¢ :). 
\ i Vico) 


On a évidemment, d’aprés les expressions de Qo, Q3, 


(XLVI2) 00 = 909 = OF= 9293 = a? 


dou Von tire inversement 


73 = 203, Si == GIO 
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/ ‘ ~ t / / 
De méme, d’aprés les expressions de Q5, Q,, Q2, Q3) On a 


I 


Jo= 004, Ef Seg NUE as, 
1 
dot lon tire inversement 
: ; , I 
(XLVIII, ) Qo = J073> Q,— qs a, WM92- 
245. Transformation de Landen. — Si l'on passe des fonc- 


lions ¢, dy aux fonctions S au moyen des formules (XX XIII,_,), 
on a le moyen d’exprimer les fonctions S(2¢|27) au moyen des 
fonctions S(¢|t). Par exemple, la formule (XXII, ) 


e,u? 
1 ae 
—7W3)/—€6 CUs,u 


donne immédiatement 


us Nig tee) ey tee > 

1 1(2| 27) I ars += 01 D1 9 S90 
a a L 

304 2h 72 

27 Qj Q* 2Tq" Got 


A cause de la valeur(XXII,) de ,, on voit que le facteur expo- 
nentiel est le méme dans les deux membres; on trouve ensuite 
trés facilement, en réduisant au moyen des relations déyja écrites 


(XLVIT,) entre Qo, 03, Jo, 71) Jz, J3> 1a formule 


31(29 |] a5) = 7 5i(0) Sao). 
0 
On a d’ailleurs 

71 T I 

qe 0 O00? Boyle) 


la dernicre égalité ayant lieu en vertu des formules (XXXVI) 
qui seront d’un usage constant dans ce qui suit. 
On trouve de la méme fagon, au moyen de la formule (XXTII;), 


O3 (u 


S,(20]27)= 23,(0)S,(0). 
qo 


e, ue? 
W4 a 
—),W3) =e * GeUcz3l, 
2, 


la relation 


Au reste cette derniére relation aurait pu aussi bien se déduire de 
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. . Tv 
celle relative 4 S,(2¢|27)enremplacant ¢ par 9 + ; et en se ser- 


vant des formules (XXXIV,). On a, en effet, par ces formules 


J,(29-+7|27)= A F e—2in0 J1(2¢| 27), 


c og 
m(o+c)=g 4 e—itv 33 (0), 


etil suffit de remplacer dans l’égalité qui donne Vexpression de 
B20 |27), pour avoir celle qui fournit l’expression de S,(2¢ (2c). 
Inversement, parlaméme opération, on passerait de cette seconde 
formule a la premiére. 

Si maintenant on fait la substitution des fonctions S aux fonee 
tions o dans les formules (XXIUI,); si lon remplace ensuite 


ey enn \/ 6) — es par leurs valeurs (XXXVI, ,) 


™ : T ; 
Vei— @ = —— Vd 73> Vie. =i W373) 
1 1 
on obtient aussi 


ey pee _ 33(e)— 32 (0) 
qo(G3— 3) 


nor Q0Q7 ie qq 

D’ailleurs on trouve trés aisément 
4 

2.0* Qo Qt ihwus I 


De 99204079 asl %) 
he ; : 


On a done 


a 
P ; DONO) OF Mater 
Jg(2e|2t) = ee [33(¢)— Si (eo) = Ge ee 
Exactement de méme, en partant des formules (XXIII,), on 
trouve 
133 (0) + S80 = a 830) + 32 (0) 


kot eo qi(3+ 73) 
1 


aA 2020) 


et on a d’ailleurs 


4th 
4% 000? = 252(0 | 27). 
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246. On prévoit que l’on doit pouvoir transformer l'une dans 

Vautre les relations qui fournissent les expressions de 3, (29 | 27), 
Tv 

J3(29|27), en changeant 9 en 9 + 5 et em se servant des for- 


mules (XXXIV,). Mais tandis que, tout a ’heure, ce changement 
pe nous arien donné de plus que ce que nous savions déja, il va, 
cette fois, nous donner des relations entre les constantes. Si, en 
effet, dans les relations du numéro préeédent, on change ¢ en 


v \ , . . peat 
Ook 57 on trouve, aprés des réductions immédiates, 


S I 
a(QO| Qe) 


xh, 
[33(v) + 32(»)] = Aig ag O)+ FON 


2.Q0Q3 q0(d3— 43 
2 
Fae] ac)= —— [93(9)— 32 = ae a FH) — SH). 
4O* Q0Q3 ae 


Ces formules comparées aux précédentes donnent 


i 
I = I — 20% OF S2(0 fac) 
232(012t)  gotgig2 893-93) 33(0)—33(0) 
I as I Ls Q0 03 = 33(0| 27) 
233(0]2%) 20003 gd (gh+9$) = 33 (0) + S2(0) 
On a donc 
31(v) S2(e) 
S See aay 
ae J, (0| 27) 
SA a cy eh Oe lee a 
(XLVIB  ¢ 7 2J3(0 | 27) 25_(0| 27) 
J3(2° ees Oa a) 
2J2(0| 27) 233(0 | 27) 
5,(20 at) Dale) uP) 


= ) 
J,(0| 27) 
et lon a, d’autre part, 


233(0| 27) = 33 (0)—92(0), 


XLVI 
( i) 252(0|2t)= 32 (0)-+ 93(o), 


relations auxquelles il convient d’adjoindre les relations suivantes 
obtenues en faisant » —o dans les deux derniéres formules de 
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transformation et dans la premiére divisée préalablement par », 
2J9(o| 27) 33(0|27)= 53 (0), 

Sj 


(XLVII,) 


(9950190) S,(o | oc) = 340) J2( 0): 


eid Wiad ae 


Les deux avant-derniéres formules sont d’ailleurs une consé- 


quence des relations (XLVI, ) 
Qo= FWod1, I= G23) 


de méme que celles qui les précédent équivalent a celles-ci 


: 205 03 = 96(93+ 93); 
(XLVI) | ; 
| 807 901 = 95(93— 73): 
A oe $ : : 
Ainsi, comme on a Q”= q, on voit que les quantités Qo, Q4, Qe, 


Q3 s’expriment algébriquement au moyen de g, Jo, Ys, J2) J3- De 
méme pour les fonctions 3/(o|2t), J2(o|27), J3(o| 27), 
S,(0|27) et les fonctions 3 (0), Ss'(0), S3(0), S,(0) de Ja va- 


riable c. 


Q47. Transformation de Gauss. — Les formules (XXIV, 
. . B 19) 
XXV,_;) qui expriment 3(w] os, =); 3, (u| 1, oa au moyen 


de ¢(u|w,, 03), 0,(u| ,, 3), permettent d’exprimer, d’une ma- 
7 03), Sa ) »P p ? 


Sm 


niére toute semblable Jes fonctions S (6 au moyen des fonc- 


ela 


lions S(v|z). Nous ne développerons pas les calculs qui présen- 
tent exactement les mémes circonstances que ceux de la trans- 
formation de Landen, que nous venons de faire. 

On trouve directement, au moyen des formules (XXIV,, 


RON) 


0% 0,077 Se (0 


et l’on passe @une formule a Vautre par le changement de ¢ en 


ae ted moyen des formules (XXV>2_3), et en tenant compte 
2, 
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de la relation (XXIV,), 


; Hi = 241+ 6304, 
ona ensuite 


if 19 
l=ae rz [Fh (9) — 37 (¢)] = oe Fo l3(2) — 
La qilai+4a?gi) 
0 OF [33 (¥) — 33 (9) 
glqs—ig? qi) 


1G I o> g 
=\= ron ee) ere = 


. I 
puis, par le changement de » ene + =, 


0 042 [32 (9) + 3? (y)) 


70 a(git ag? qi) 
Qo 037 [32 (v) — 33 ()] 
gilgt—4q@ gt) 


v 


5) = pgp BRC) + S20)1 = 


2, 


= 
2 ( 


d’ot l'on conclut les formules 


AC jae 109) Fi as 
w ([5) 
2 (¢ 5) a= 20) =a(0), 
2. fos T 
(0 3) 
XLVIII 
Suh eels (o|E) = OTA) _ A) 
43 2 =, ( ) a 2, ( 5 ; 
Sy ON Se shoutes 
2 2 
= (ale She hy 
A |2 == Z . 


XLVIII,) 32 


= 33(0)-+ 33(0), 


a 
) 
le 232(0) 33(0), 


= 33 (0)—33(0), 
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qui équivalent aux suivantes : 


( Qo = F093, O= 192; 
(XLVIII,) 293.73 = Qe? [Qs + Q5' J, 
4 
8a? gi-at = a [aot — 03 J, 
dont les deux premiéres ont déja été établies au n° 244. 


On peut vérifier que les relations (XLVIII,) sont, au fond, 
identiques aux relations ( XLVII,); on passe des unes aux autres 


iG 
en changeant 7 en = 


248. Les relations (XLVII.) gui lient algébriquement les quan- 


tilés J, Jo, V1» Ya» Jz aux quantités Qy, Q,, Qo, Qs; et les rela- 
tions (XLVII,) qui lent algébriquement les quantités Q’, Q), 
Q/, Q, Q) aux quantités go, Ji, J2, G3 permettent d’établir des 
formules intéressantes concernant la transformation quadratique 
des fonctions modulaires h(z), 9(7), ¥(7), ¥(*)- 

La définition de la fonction h(t) donne 


b(22)= QQ =F qoqus 
en élevant les deux membres au carré et en faisant usage de la re- 
lation (XX X.VI,), Ss(0o) 29097 q, on a done 
OCT O ea oh2(27)= h(t) 32(0). 


On ade méme 


co ate 
h{ = O97; 
d’ou, en faisant usage de la relation S,(0)= q0q3; 
v 


CL) i ( Geno: 


2 


En changeant dans cette derniére égalité t en t-+1, et en faisant 


usage des égalités (XLIII,.) et (XLV, ), 
3,(0|t+1)=53(0), h(t +1)=Vih(s), 


on a aussi 


(XEIX,;) hi (4) — Vih(t) 33(0). 
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249. Si l’on résout par rapport a ae Jo, 73 les équa- 
tions (XXXVHI,_», 5) qui définissent o(7), U(+), y(t), on trouve 


I 9(t) V2q2% J U(s) 
= —) = o) G3=V2 
: agit XA) fe) m—Vagh Gy’ 
et ’on aura de méme 
= nf 
a es ee) Wie _ 6/= a's (27) 
Sa ron B= Yay? BENET 


En portant ces valeurs dans les relations (XLVII, ) 


ki gt Rene ie 
2 3 2 3 
q q ? Qi= q q ; 


rs & = 
Q; F273) Qs 293 89qq? 


on trouye, aprés des réductions immédiates, les trois formules 


Plat) Soe eC) 
¥ (27) =Va y2(t)” 
V272(t) o2(t) = y*(27) [1+ U4(s)], 


V2 x2(7) 92(t) o*(27) = x*(27)[1— YF (z)]. 


A cause de la relation y?(<)= 9(t) (7), la premiére de ces for- 


mules peut s’écrire 


(XLIX, ) $(2t)9(t)=V2yx(t) x(27); 


en éliminant y?‘(z), on a ensuite, a aide des deux autres for- 


mules, les relations 


Ths) y pi(oat)= 2?(7) e 


(XLIX; ) Oe) = sees) =)’ 


A cause de la formule o§(c)+ AC) eee I, on a aussi 
98 (7) 


m0 Te ROP 


Wot lon tire, en extrayant la racine carrée et en observant que 
les deux membres doivent étre positifs pour + purement imagi- 
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naire, 


oh(t) 1 — k(t) 
1+ U(c) © @k(c) 


( XLIX, ) ©2( 37% y= 


250. En remarquant que la transformation quadratique G = -) 


i 


équiyaut ala suite de transformations 
1 
(r++, 27, — =) +4); 
Gi 


en appliquant ce résultat a la fonction 4 (7) et en tenant compte 


des formules (XLV) et (XLIX,), on trouve sans peine 


Eee ail I 
(XLIX;) tees “Tne 


° TG r 
Observons aussi qu’en changeant 7 en = dans les formules pré- 


cédentes, on en tire 


TAG vi (ct) a= p(t)’ 


251. Enfin les résultats précédents permettent encore de ra- 
mener les fonctions 9, ¥, y ala seule fonction h. 

Dans la formule Q) = 9093, changeons 7 en 1+ 7 et désignons 
par Qj ce que devient le premier membre; comme qo ne change 
manifestement pas, et que g; se transforme en q2, on aura 


Soit aussi 


on aura 


hie get 
be) = O° Q= Vi q** 02 
11 
d’ou, en se reportant aux expressions de h(2t)= 4° goq, 


h(2) =?" goqs et aux définitions des fonctions 9(7), (7), 


2 
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y(t), on trouve de suite 


h (=) 
(XLIX;) U(t)= Vie es 


y(t) =V2 Wes 
2, 

Nous nous contenterons d’observer (‘), relativement a ces for- 
mules, qu’elles permettent de déduire les formules de transfor- 
mation linéaire des fonctions modulaires o(7), Y(t), y(+), de 
celles que nous avons établies pour h(z). On obtient ainsi, dans 


les six cas du Tableau (XX,), des formules équivalentes aux for- 
mules (XLVI,_»), mais affectant une forme différente. 


252. Les formules 


ee ay 7 7 eae h(27) 
y= CE nae) T= CE eo > 
(XLIX,) ae, on 
(T—1) Ti n(==*) Tht h(=) 
= Qh ees = 24 
cay h(t) UN h(t) ; 


qui expriment Jo, 71, J2, 73 en fonction de 7, se déduisent immé- 
diatement des formules de définition des fonctions h(z), 9(7), 


u(z), y(t) et des formules (XLIXs). 


253. En combinant les transformations de Landen et de Gauss, 
on obtient les expressions de 3,(2¢), Sa,1(2¢) au moyen des 
fonctions S(¢). 


La premiére des formules (XLVII;), par exemple, peut s’écrire, 


(*) Cette intéressante remarque est due a M. Dedekind : Ueber dic Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen (Journal de Crelle, t. LVIII, p. 283). Dans les 
Elliptische Functionen de M. Weber, les résultats sont donnés pour les fonctions 


F( 7), F:(7), f,( 7). 
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mir 
en changeant 7 en -, 
2D, 


mais, d’aprés la formule (XLVIII;), ona 


=) Z a1(9 |) 2e(o| 2) 


al) 


c 252(e|t)53(9] 7) 
ae e 7 ; 
J2(0 =) 
2 


donc, comme, d’aprés la formule (XLVIIL,), on peut remplacer 


D) 


= (0 IS) par le produit 2 S,(0|7) S;(0|7), on obtient la relation 


etree 251 (9) S2(v) S3(v) 5, (v) 
(L) ND oe RSMAS RG 


On a de méme 


| xem SEO eee) 
J2 (0) 53 (0) 
33 (v)S2(e) +5? (e)S2(r) 

it S = 2 3 1 ' 
(h) oes) $3 (0) 53(0) ; 

nt SL (O\°\=SA(@) S(O} = SEC 

ae) = Z Sore 3 ( = 2 ob i ( ye 

Jj, (0) 27 (0) 
VIII. — Transformation d’ordre impair des fonctions 3. 


254. Dans l’étude de la transformation des fonctions S, nous 
n’avons enyisagé jusqu’ici que les cas ot Vordre de la transfor- 
mation est égal 4 1, 4 2 ou a une puissance entiére de 2. Nous al- 
lons étudier maintenant les transformations dont l’ordre est im- 
pair et positif, transformations qui se raménent (n° 130) a celles 


: cD) : : ; 
ot lon change w, en — sans changer w;, ce qui revient a changer 
co) 4 n 5 3) 5 
x \ 4, W3 
yen ny et t ennz, a celles ot l’on change w; en —- sans chan- 


ger w,, ce qui revient 4 changer seulement 7 en si et aux trans- 


formations inverses. 
En combinant les formules de transformation que nous obtien- 
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drons ainsi (') entre elles et avec les formules de transformation 
linéaire et quadratique des fonctions S, on peut obtenir en effet, 
daprés le théoréme démontré au n° 131, les formules de transfor- 
mation d’un ordre quelconque positif ®. Il n’y a dailleurs pas 
lieu de considérer celles dont ordre est négatif, car nous avons 
supposé essentiellement (n° 151) que les coefficients des parties 


24 


° R aes (ay Qe phess 5 : 

imaginaires des rapports = et — des périodes a l’aide desquelles 
; 1 

on forme les fonctions S(¢) sont positifs. 


255. Nous allons done chercher a exprimer, d’une part, les 


aC. 
=) au 
Iv 
moyen des fonctions S(¢| 7). 
Nous désignerons, comme nous l’avons déja fait a propos des 
fonclions 0u, d,u, par de petites capitales les constantes relatives 
» Cult, I ] 


Wy 

- 
== 3° (6h) re) Uu 
n s); x( 


nous poserons dans ce paragraphe 


fonctions S(ne|nz), d’autre part, les fonctions a(¢ 


=, vs) et S(ne| nz). Ainsi, 


aux fonctions ¢ (w 


} Q = Ope = Entne, 
2) Se 3) 
= | [a= a, G@=[Joc+r™, 
(LI,) v=1 Weel 
Vie. V0 
Oe= ( f (1 = qnrev-’)), Q3 — ; fo = gqri2v—1)), 
x v=1 Wad 


Les quantités Q, Q,, Q:, Qz, Qs; sont d’ailleurs liées par les 
mémes relations algébriques que les quantités 9, qo, 91, Yo) Js- 
Nous poserons aussi, pour abréger, 


ee =grand ery eat 
SHO) == = _ Selene Za(O \tec)) ee e = 2.020,08, 
33(0) = 7 = 9340; Ss(o|n2) = 5 = Q{UQ, 
3.(0.) = 7 = 9390 Si(o]nz) = 5 = QQ, 


(*) Il suffirait méme de ne considérer que le cas ot l’ordre de la transforma- 
tion est un nombre premier impair; mais cette restriction n’apporterait aucune 
simplification aux formules que nous allons établir. 
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ce qui permet d’écrire comme il suit les formules (XXXIIT,_;), 
qui relient les fonctions ¢ aux fonctions S, et celles que l’on en 


, . (o>) 
déduit en changeant w, en — : 
7 


me nH, we 


= w ge 
Cu =ae21 51(v), a(ul St, 03) = A,e7% 3, (no| nc), 


M1 
Soll = Gye 62’ Fo (0), So (u 


NH, UP 
Wy 7 
aa 0) = Agire 2% Doi4(ne| nt). 


En substituant ces derniéres formules dans celles (XXVI,) qui 


a ° | w 
expriment les fonctions ¢(u|—; 03), ¢u(u 
| n b) a 


4 
—9 Ws }'o Au moyen 
n 


des fonctions ow, ¢,u, nous aurons immédiatement 


4 (¢+ ) 
Ay Si (ne| nt) =e? a, S1(¢) a 


| he ve 
: 2) = 
(7) 1 n 


; Jo+4 (« ae A 
Agtivari(me| nt) = CF dart Jo+1(?) Re rane ae i 


2) 


ou r doit prendre n—t valeurs entiéres dont aucune ne soit di- 


visible par n, non plus que la différence de deux quelconques 
dentre elles, et ou 9 représente l’expression 


Hy, U2 > or HU? Uu r\2 r2 
= if} u Nia uP, t u { 2104 a= 5 
24 Iv 2W] 


204 n 
(7) (7) 


En se reportant a la valeur de nu, (XXI;), on voit de suite que 
cette expression est nulle. On a done finalement 


Si(nv| nt) = < a(e) [J a Ca) 


Sipe (e+ 7) 
Ja+i(ne | nz) = Sano) |] fae ee 8 
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a : r 
Les constantes —2~' sont des fonctions de q. Il en est de méme 


fA Ag+ 
des produits 
rue 
ica U = ( n ) 
~i ahs 01 \eé 5 
a) . (a) 
Tu 
os i ( rye ) 
Sat ( a= Patt \e 
(7) ; (7) 


qui figurent en dénominateur. On peut évaluer chacun de ces 
quatre produits en supposant que 7 parcoure seulement la moitié 


des valeurs qu’il doit prendre, c’est-a-dire, d’une facon précise, 
{ ? ) C Pp 
1-1 


Valeurse7isi7o. ce eee ean 


vy 


aucune ne soit divisible par n, non plus que la différence ou la 


en supposant quwil prenne 


—I 
valeurs res- 


n 
somme de deux quelconques d’entre elles; les 


tantes seront congrues, dans un certain ordre, suivant le module n, 
a celles-la changées de signe, et le produit correspondant sera 
égal, au signe prés, au produit que nous allons calculer, comme 
on le yoit tout de suite en se reportant aux formules (XXXIV,_3). 


256. Pour évaluer les produits 


reportons-nous aux formules (XXXII; 5 4/5), et remplacons-y 


Boss evnt par 


rTmTe 
Pitre (O'S 
on aura immédiatement 
m7»—1 n—l n—t s 1 
[ J evs) =22 2 [[= = 
{ ( r) Ho G Da 
(7) (~) 


V==00 


<P) [e- es) c- aer) |, 


(Vey | 
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puis 


y= © 
=[[ i = 9252) (1g?) ; 
Vee (i) 
dailleurs, si l’on pose 
ee n ; 
on aura 
: ai is= els Ba? = ims, 
et le produit 
| | ((ika= q*V er) (t— OPIS”) 
, x (r) 
est égal a 
—— Gia 
og 


comme on le voit en se rappelant que les nombres 


T1, 12) wey EI amet Atle) 1 OYE round SH) 


eet aa) 
2 2 
n’étant point divisibles par n, non plus que la différence de deux 
quelconques d’entre eux, sont congrus (mod. 7), dans un certain 
ordre, aux nombres 1, 2, ..., m—1, et que l’on a, ¢ étant une 
racine primitive nie? de lunité, 
Dies Cae 


i= € 2 )\( D620). a —— eV) = Freon 


On peut done écrire 


i IDA hl 7 Sy 

3 5 Qo ey eee 
' ; (3p) = D 2 BgR 4 EF ; 
1(4r) qo q qo OE 


(7) (7) 


el, de méme, 


pe Ne | Q, Fag tat 
Sas eT 2 g eet f |= ae 
[J eGn=2 Go” Gl 1 2 ; 
(r) 
i | 03(4,) = ine Ae 


(7) 


Teta. = 11. 9 
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Quant aux produits 


Sp— 57} a! ipae 
see ret wee Slin—s 
2 n 
(r) 


(7) 


Brawl ; ro 
= cos 
[ i 2 l | n 
(7) 


(7) 


SS Ri IPiave oot Ae 
2 


ils s’évaluent sans peine comme 11 suit. D’abord le signe du pre- 
mier dépend du nombre de facteurs négatifs qui y figurent : or 


A Tes ote P : : : ee r 
sin — est positif ou négatif, suivant que la partie entiére E(=) 
7v 
r mrs sife nee 
de St, définie par les conditions précises 
T 


Ife lle 
o< r—E(=) <ul 
vu 7 
est un nombre pair ou impair; le signe du premier produit sera 
done celui de 
we (2) 
Ga : 


De méme, puisque l’on a 


rt _ m+ar 
cos ==26010) ae 
n an 


le signe du second produit sera celui de 


Me (*") 


2n 
(7) > 
(0) 


D’ailleurs les nombres 


Ti, Te) eee Pp ay See Ghite pT SOR eee 4 
24 2 


étant certainement congrus, dans un certain ordre, suivant le mo- 


dule n, aux nombres 
I, 2, ety = oa? —— bh, eae} Cot Tat, 


les nombres 
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sont certainement congrus, dans un certain ordre, aux nombres 


n—t 
Siete a Oe ett ES ) 
2 
] 
en sorte que l’on a (') 
eis 
ar 3 
et Te a as n 
+[] sn“ = i] sin — = ——, 
nr ; n BS 
(r) v=4 Q 2 
ea 
am 2 
Tat j VT 
=] J cos** = COs —— = . 
n n Gee 
(7) V=1 GR 
(') Voici Pun des procédés qui conduisent a ces résultats : 
L’équation 
C7 
2 = 9 
“ut 1 
a pour racines les 27 — 2 valeurs de 
tke 
Ci Cale (k225,,2; .m—I1,—1,—2, .—n+t). 
On a Mailleurs 
_ kr i GP 
\ sin — = el > 
20 xy, 


et, en remarquant que [ [- est égal a 1, on en conclut 
(k) 


v=n—1 vo=n—1 


VEE 5. (aieg I i 
(—1)"> i j sin? — = sin = —_._. / i (E25 1). 
iD n GS 2n—2 1 Bh) 


vie (hk) ise | 


Or si, dans l’équation proposée, on fait 


B=I+uU, 


on forme Véquation en u 
(1+ w)1*+ (1+ U)"*+...+1=0, 


dont les racines, qui ne sont autres que les valeurs distinctes de #% —1, ont 
pour produit (—1)""*n. On en conclut 
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On en conclut d’abord 


. er) n-1 n=1 
ae Ty Gh 


puisque les deux membres sont évidemment positifs. On en déduit 


i 
== . 
eRVE Vn 
/ | sin rs 
Bre n na—1 
ii Q 2 
On trouve de méme 
n—1 
ees 
2 
vr I 
| | cos — = 
n—1 
Ams | 9.2 


') La premiére de ces formules donne un résultat assez intéressan = 
t en suppo 


eA 
2,(2) = vate, 


nan 


SAA 0: =) By PP Siig C) SENION® = 


ou 
Oe 7 SY ayn gro sine UE, 
a 
R=0 


et, en réunissant les termes ott n est de l’une des formes 3p, 3p+1, 3p +2, 


P =e = (p—=-A~) 
i (— 1)P g3p p+) = (— 1p g@r+9) (p+), 
p=90 


4 
enfin, en remplacant g par x#°, 


= SS et n(3a-+1) 
Tho) =1+) (—1)" 2 +o 2 
il 


=I1—L— + 2+ v'— ZVP— w'-+.... 


Cette identité est due a Euler. 
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o 5 ‘ nr 
257. Les mémes formules s’appliqueraient aussi aux —— 


nombres 7 +> Tn—1y qwil faut adjoindre aux nombres 


mvt? Tag) °° 
: 5 
Tia Coen ee, pour tormer la suite complete 45-775, . +5 Troi 
a 
En supposant la premiére égalité LI, écrite pour ces valeurs de 


r et en multipliant membre 4 membre avec cette méme égalité, 


on trouve 


= fF } 
Si =(—1I ir) Op see 7 
[]=(3) y Tod ye 
(r) 
(Ger PQ, 22 ey Pasa 
On a aussi, pour les mémes valeurs de 7, 
‘el n--27> 
\ ye =) ees Q? 


co iy / 1 
<i ie = '( — 7 (7) a 4 e 
Il ey ) clea? qi 


(r) 
D/ailleurs, on voit tout de suite que les différences 
Se()-Be WeCS4)-Be 
72) 2n n 
(7) (7) 


ne changent pas quand on remplace les nombres r par d’autres 
qui leur soient respectivement congrus suivant le module n, 
puisque les différences 


ip iF Pam DIP r 
oe a ee 
a n 2n n 


ne changent pas quand on augmente 7 de nv. D’autre part, si l’on 
prend pour les nombres r les nombres 


T, 2) see) 9 I, Dh god Pe 


les deux différences que l’on s’est proposé d’évaluer sont respec- 


tivement égales a 
n—t!I 
= ——=5 OF 
2, 
e 


PN as FS = DUP 
les quantités E a : E ( 5 nor) sont, en effet, nulles pour toute 


9 


134 CALCUL DIFFERENTIEL. 


ces valeurs de 7, sauf la premiére, qui, pour les valeurs négatives 
de 7, est égale 8 —1. On a donc finalement, en remarquant que 
ifs . . ° 
les nombres Mes > — sont en méme temps pairs ou Impairs, 
ry Oe 


| gs eee Pee 
S (2 24 1) z (7) r-1 marae ees 
| | ~1 wo = qo q q? ? 
(7) 
7 n—1 > 
6 if = I Qi 
TE Lag ee 
Uh) Die aan te 
(7) 
(LI3) 
r 
[ [2:(4) =a" -? 
wi q3 
(”) 
if? 2 
i 2 | ey et Ss: 
I[=(¢) Yo qi ; 
(r) 
\ (rT =71, 1a, Me eh 


et, par conséquent, en se reportant aux valeurs des quantités a, 
ip Aart» At, 


/ 


n—1 a 
pera atte r 
z 4” Gp 


Sine | me) = (1) | Seance) [[ (e+) 


aye 
ean 26 En 
Jo(nv| nt) =(—1) eal T(° E "), 


33(nv| nt) = pane) [Ls (++ *), 


(Ci T1, 712) +2, Tn). 


(LI,) 


On pourra prendre, en particulier, pour les nombres 7, re, ... 
rn_1, une suite telle que 


Aan Or mee Ue ie a oA Aa ur Wet ete 
2 2 


aucun des nombres 7, rz, -..,7,_, n’étant divisible par nz, non 


9 


plus que la différence ou la somme de deux quelconques d’entre 
eux. 


Il convient d’observer que les quatre formules que l’on vient 
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WVétablir peuvent étre déduites de l'une quelconque d’entre elles, 


I Tc i= Ge 
en y remplacant ¢ par ¢ 4 Ag ies 


i) 


258. Nous avons déduit les expressions des quatre fonctions 


rs 
a 
ae) 


(ne 


OF (w 


peuvent s’obtenir tout aussi facilement, et méme d’une facon plus 

rapide, en partant des formules qui donnent les fonctions S dé- 

composées en facteurs. Au fond, l’analyse que nous allons indi- 

quer d’aprés Jacobi (') ne différe pas de celle qui précéde. 
Partons, par exemple, de la formule (XX XIHL, ) 


nt), Sa(nvy|nz) des expressions de o (u | “, os) ; 


Wy lw : al ol : : 
|? 3). Invest pas inuule d’observer que ces expressions 


Visi) 


33(P) = Go i | [1+- 292%! cosavn + g22v—-1)], 
Viel 


On en déduit 


vV=e0 


J3(ne|nt) = of] [t+ 2g"2V—-) cosanem + g2r2v—1)], 
Ve==t 
D’un autre cété, si l’on décompose en facteurs du second degré 
en q le polynome de degré 2n, 


DG MCOS 2100 Tata 2/2, 


dont on a immédiatement les racines, on trouve (?) 


ip 
te C/E OOS DOOUs a CPN = [ | [reg COS2T (o+ =) +9] 


(7) 


(P= Opie Bp 0005 ee 


En changeant dans cette identité g en g?’~' et en Vappliquant 
a chacun des facteurs qui tigurent dans le produit infini on trouve 


immédiatement 
v=o \ 


ip 
J3(ny | nt) = Qo [ | | | [r+ 2G a COST (« -- ~) =e ae 


(7) vet 


(GP E2 Oy Pig Pin bod) 


(VEWERKE et. L258. 


(*) Cest Videntité connue sous le nom de théoréme de Cotes. 
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et ’on en conclut 


0c o pe 
33(ne|nt) = rae) | J3 (0+ ~ | 


(7: = 71,19) » «0 Tr=1)* 


Le lecteur a d’ailleurs, dans ce qui précéde, tout ce qui est néces- 
saire pour appliquer la méme analyse aux trois autres fonctions Se 
on peut aussi déduire ces trois autres formules de celle que lon 
vient d’établir. 


259. Prenons maintenant les formules qui donnent 


W4 
SETS NN 
n 


au moyen de cu, o,u sous la forme (XXVI,_;). On trouvera de la 


{ \ it 
oy este ale oa (u 
hoe) 


\ 


A 
méme facon 


nr—4 - 0 
CHilpy) Sate(7e | rec == ee Se) i [ Sé41(0)— 
fl 


Dans cette formule, « peut prendre l'une quelconque des va- 
leurs 1, 2, 3. On pe Vécrire de diverses facons; on peut y rem- 


meat 


placer, par exemple, - par 


nS\(o 0] mt) 
5 (0) So ae Oy 
on peut aussi, en élevant au carré la valeur (LI,) trouvée pour 


r 
io fies . . \ 
| [2 (7) lies ee ey: 


(Pr) 
écrire 


Zi(no| ne) = Ralkst & TT [Paces (=) —21() sku (2). 


260. On obtient des expressions analogues pour les fonctions 
ohare nt), (4 —=1, 2,3), soit en partant des formules (X XVI; ) 
e en passant des o aux S par les formules (XXXII, ), soit en 
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remplacant dans les formules (LI;), que Von vient d’obtenir, 


écrites explicitement pour «—=1, 2, 3, successivement ¢ par 
? ) 2) 


eal G These c 
vo+-, v+->» of 3; nous nous contenterons de transcrire 
2) 


2 2. 


les résultats : 


ne 
S.(no|nz) = 23,(0) [| 33(6) - “4 530 
; (7) 33 |) 
ate 
ay 9 \ a (2). 
LTE =a [|] 53(v) — “25% 
“(r) 33 (= ) 
oO? U 
at | Hels 
= 2 [] 53(9) — —— 
(7) 2 oe 
Ss(ne|nz) = 2 33(0) | | 33(¢) + ‘ Je) 
i (r) 33 (4) 
“(2 
n ole \ros 
(LI;) 4 = Sa [ [| 2+ 5 Re) 
(7) 3 i. 
\ ss (Z) 
n Can \\ Be 
- Saco | s101- ~ a1 
| o (5) 
“(s) 
S,(ne| ne) = 3, (0) | | S2(v) — “4 33(6) 
i: (r) 22 (5) 
i 
n 3 (=) 
Guinn = 30) ]] MORE a 
(r) 33 (Z) 
Ga) 
n aw \\ se 
= 33,0) [] UO ae oY 
\ : [7) 23 ea 
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261. On vérifie sans peine que, en changeant a nouveau, dans 


’ I A, 1 I-+t 
lune quelconque de ces formules, » en 9+ -, » + -> 4 ? 
Be 2} 2 


on retombe toujours sur les mémes résultats, au moins si lon 
tient compte des égalités suivantes, bien aisées a établir, 


TO MOE Sie One) 
(Ly) n—1 
(7 SH es Soe 
PE ens 
=) n—1 
1 r 
(ony? [J (4) 
(7) 
(a (PE Pily 1% ee 
\ > 


962. Le cas oti l’on divise la seconde période par un nombre 


MY, 


Tv 
=p 

nv 

au moyen des fonctions S(¢), se traitera de la méme maniére. 
Partons, par exemple, des formules (XXVII,_;), et, tout en 
conservant les notations précédentes pour ce qui concerne les 


impair 7, et la recherche des expressions des fonctions S (0 


fonctions o(u|,, 3), ¢a(U|,,3) eb S(v|c), désignons par 
de petites initiales affectées d’un accent les constantes relatives 


3 WW: W: / Tc 
aux fonctions o (u | w4, “2 , a (u |@4, =a et S (° | =) 5 en d’au- 


tres termes, posons 
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Solent aussi, pour abréger, 


I v I 4 
— 3) ( =s — 1 One 
2W4 \ 7v Ay Wy 
Tv t 
2 (° 7 = 77 = 20/7090 
2 7 1 <0 ? 
i As 
c I 3 
Sie (0 =) = = = BuO 
\ n A3 
/ 
t 19 .¢ 
3, (o|— )= = =o a5 
\ ru Ay 


Nous aurons alors, en passant des fonctions o, o, aux fonctions 


Sie ea 


INA hh (¢ 


c re 
hh (0+ =) 
v 
=) = eVa, 5,(¢) i i Pan 


, om ce. co 4 
Ag+14a+1 (¢ ) = CY dass Sat1(?) —. ko ee ee 


Se Ue, 
ee) ay 
(r) @iaeal 7 


(CP SS TPigtiye sony pase 


ot Y représente Pexpression 


t 
H or 
¢ =— —' w—u . is uP; 


2, 
(7) 


HU? u ru\2 r2 72 
Be Or — 4 al, 
204 204 n n> 


(7) 


qui se réduit immédiatement, et est égale a 


Si l’on pose, pour abréger, 


/ 


I ay I 

eth eer eae 

LY tC 
‘T= (4) 

v 

(7) 
(LIT) 
bys BE : 
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les formules précédentes prennent la forme 


LOI 
2. = 
Sj Ge =b,e a 21(0) | J =: ipo, ste 
| 7 ( n 
(7) 
( LII,) ( 2uTi >) ~ 
oe \ ae x Tat 
Yori e |= =bg416€ a Soe) | | DOAN || Gatien: 
[7 rs nr 
‘ 
(Te== Tan Tas eile) 


de sorte que le probleme de la transformation de + en = est ra- 


mené au suivant : 
Exprimer, au moyen de q, les quantités b,, b,,, définies par 


les formules (LII;). 


263. Il est aisé de voir comment, au moyen des formules(X XXIV), 


on passe de l’une des relations (LIL, ) aux trois autres en ajoutant 


. 5 oun [ 4c, I+ T 
successivement a l’argument ¢ les quantités Sa 


- On trouve 

ainsi, par un calcul trés facile, en comparant les résultats, et en 
ip é 0 ay 

se rappelant que SS — est toujours un entier de méme parite que 
qe 


(7) 
Se 


(7) 
a 
leeds 


(LIIs) os (Ds Dir: by = b3 = (—1)'") by. 


Il nous suffira done d’exprimer, au moyen de gq, l’une des 
quantités b,, by, bs, b,. 


264. Nous commencerons par exprimer, au moyen de g, les dif- 
férents produits 


Si Von se reporte a la formule (XX_XH, 5:5) 


O38 5) = qoI(), 
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ou 
A iessiice) 
fe) = []orectsya+ gts, 
Vi 1 
et si l’on fait 
Patige r 
Bpee nie ess q. 
on aura manifestement 
7i— 4 
r=—- 
2 n—1 
f b3(4r) = Jy? PESTA) Sree 
p==1 \ Ze 


en sorte qu'il suffira de calculer le produit 


tS (41) f(42).- ge) 


2 


ul peut s’écrire 
CUS 


Vi "00 


Or on a, comme on le reconnait de suite, en écrivant les fac- 
teurs de la quantité entre crochets, de maniére que les exposants 
de qg aillent en croissant, 


n—t 


rae 
2 (2V—l)n+2r] 7 (2V—1)n—27 
al liv ‘ Ihe r | 


7 


2(v—1)n+-2U.—1 


222 (iE eee 


et, par conséquent, le produit cherché est égal 4 une fraction 
donut le dénominateur est égal a 


 ——--) 


[let = 
v=1 
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tandis que le numérateur est égal a 


Y= 2 ne 2(v—1)n+2—1 sss 2y4 
LE Up b+< i (2yaie Pik we 
yet Csi! Vel 


(Végalité résulte de ce que, dans le premier membre, les expo- 
sants de g sont tous les nombres impairs divisés par rn). On a 
donc 


et par suite 


5, (72) = gir 2. 
(Lil) II 24(2 ) = 9,3 2 


n—1 n—-t1 , 
Ls Tl rz = Lars 
( 2) } = (= ) = 9 87 oie Pe 


265. C’est en nous appuyant sur la premiére de ces relations 
que nous allons exprimer b; en fonction de g- Comme on a mani- 
festement 


2r—n 


J (Sn-r) = Gregan, 
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el par suite 
r=n—-1 r=n—1 r=n—1 


IL @(4)= [] woe [[ sen= Ee. 


ra T=1 7 | Q' i gq? 
2 


Mais il résulte des formules (XX XIV;) que l’on a 


donc la fonction 


ne change pas quand on remplace r par r+ 7; par suite, le pro- 


duit 
no Les a ~ 7 > 
Ea 2, (=) (PF Sy Py 2505 /4p—i) 


ne change pas quand on remplace 74, 72, --., 7,1 par un systéme 
analogue de nombres entiers. On aura donc 


42 r=n—1 


p T“2(4) a ae Tl g” 
Q 


to 


Bt 


Ml 


et, en se rappelant l’expression de la somme des carrés des n — 1 
premiers nombres entiers, on trouvera, aprés des réductions im- 


médiates, 


Tie LINN a 
55 12 ne n—1 
| i i UNG ’ . Jom Qe Q” 
wo == @) (7) ° 
nr q3 


En se reportant aux valeurs de a; et de Aj, on a donc 


Q ; ; ; 
(Ls) ter 03= qe ars (Cig RA 069 REE 
0 

= - ; aay 
Cette expression se réduit a a lorsqu’on prend pour r les nom- 

0 
bres 

Te 
Sei =a Oy ee ernest 


266. A l'aide des relations (LII;) (n°s 262, 263, 265), on ob- 
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tient immédiatement les relations suivantes, qui peuvent étre 
utiles; la troisiéme a déja été obtenue au numéro précédent. 
| me by (n= 1in—2) yr? 
H | i ion p= os a SiO) 2 ey — fara} 
1 (=) a7 (— 1)(") Ons Qo qd ool ra ? 
(7) 
: \ n—-1 (7 —1) (77 — 2) re 
ea TRG ; SS 5 
[ [=( ) = ie org 12” cane 3 
F nr qd 
(7) 
Lil) ae mot _yr 
i re qo 12 a 2 
| [2(S) = q> Ona (ry 
es n?—1 N72 
: Lr qe! Lor LoD -U5 
[ Ee is =(—1)"! q? Coed (ry 
AD i 
(r) 
C= Toco es ene) 
On a aussi les relations suivantes 
i jel | f 9 as 
— A‘ rt Ag oe re Ope tres = ON OME: 
(=) —— | ; s? ees | | S24 ieee = Zo Y 121 Ea 
a, Tu Ay+1 A 7 Qo (77) 
(LU,) (7) (7) 
| tae Po) ) Mn=1\9 
\ 2 / 


qui résultent immédiatement du calcul des quantités b,, by44, si 


Von-preud) pour? les nombresiz =.= 7.) naires 


Comme ona dailleurs 


6 ! 
£ 1 i J, (0) Nemes ity .1(0) 
ae = 3 
a , v Ag+ iS cc 
4; {0 =) aqi4 (O|— 
| vu 7 


Tv oy To [oO] 
=), Saas (0/5), au moyen de 3/ (0), 


on pourra exprimer on (0 


(ex, \ ‘x Linke; (om (Alas; . 
Ja+4(0), i [ = (=), [ l Jaa (=). Nous laissons au lecteur 


(7) (r) 
le soin d’écrire ces formules. 


267. Les formules (XXVII,), qui expriment les fonctions 


oy (uw Wy, “), da (1 


Ws . 
O45 =) au moyen des fonctions du, yw, 
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r 


nous permettent d’exprimer aussi les fonctions 3 (o =) au moyen 


des fonctions S(y). En passant des ¢ aux S& a aide des rela- 


tions (XXIII,_,), et en remplacant, a Vaide des relations 
(XXXIX;), les produits (e, —eg)(e,—ey) par les quantilés 


Si41(0), on obtient aisément les formules suivantes : 


5 IEG 
a ee 
c OY: as ‘ ce 
m(o| =) = Saw) P| 2-Ao se |, 
u 
= R/S 
(LIT;) R an ie : Ji ( 5 ) 7 
(0/5) =a] [| BO + Sate) |, 
paced (=) 
5 =) 
& CHE es (om 3 nr 2 
&, (|= =o 3] | 52(~) — nay FCP) | 
: (7) at(=) 


(ee TH, FQ, 2 © 05 fea 
2 


[ G5 
268. En changeant, dans ces formules, » en O+-> o+-, 
PJ 2) 


ees 


ee 


Ss (+ 
trois, si l’on tient compte des relations (LII,). 


On remarquera d’ailleurs que les deux problémes qui con- 
S 
~ 


> on obtient six expressions pour chacune des fonctions 


2 


r= 


=) au moyen des fonctions 3(e 


7); elles se réduisent a 


sistent 4 exprimer les fonctions S(nvy|nz) au moyen des fonc- 


= 


tions S(v|z), et les fonctions S C =) au moyen des fonctions 


S(v|z) ne sont pas réellement distincts; on raméne l’un a l’autre 
par des transformations linéaires. En effet, pour exprimer les 


fonctions S (» 


Tv . 
=) au moyen des fonctions S(¢|7), on peut ex- 
t 


rv 
v 


(c’est une transformation linéaire); puis, exprimer les fonc- 
T. et M. — II. 10 


Tv 


. s t \ 2 ne 
primer les fonctions 3(» | a) au moyen des fonctions 3(2 
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los 


. ne nr . Vv I 
tions J (= _ *) au moyen des fonctions:-S (: | — :) (c’est le 
v v Tv Tv 


premier des deux problémes); puis, enfin, exprimer les fonctions 


a(: 


Tv 


T 5 
—t) au moyen des fonctions J(¢|7) (c’est encore une 


transformation linéaire). 


269. En se reportant aux définitions des fonctions modulaires 


1 

il 1 2h 
iy = 2, eye te, U 4G EE h = fe 4) . see ve > 
O(t) = Vag 1 eae age eve = 


et aux expressions des produits 
Hike Ips ni—! 
[I= (4) [[= (=): (rat, a. 2S), 
7 Ve 2 
(7) - (r) 


au moyen de 4, Qo, Qx pour les uns, de g, 9), Q pour les autres, 
on obtiendra immédiatement les relations suivantes : 


OS ey Te) 


n—3 


(2) Vah(ns)[h(zy) > = [J (2), 


(LIL) 


ou ve) Tl 


x) hee 
7t 
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eee Wk yeas a [PEN Bef PENCE. HONG 
Bre = Sem Spat a Se SF pes 
(6) 4g “5 |[A(Gs))) = i [ |22(=) (=) a(S), 
n—1 ne—1 


rm yee te = Ae ay fea 
D8 ¢ *b(-j\b@l* =[[>(=), 


(8) aoe 


(LUT) ll a 
(9) »G) Sis ME 
v(t) os en) ¢ 
(5 
(7) 
ue n—1 
M =) n—1 "= 3 
(10) ( eer ace) ee 


270. Il importe de remarquer que, puisqu’on sait exprimer les 


=) au moyen des fonctions S(¢|7), 


; / 
fonctions S(ne| nz), Je = 


on sait, par cela méme, exprimer, au moyen des fonctions 
S3(¢|z), les fonctions S(ne|z); ces derniéres, en effet, sont des 
fonctions entiéres, homogénes et du n*™® degré des fonctions 
S(o 


\ 


Ss (© 


des fonctions S(¢|z), comme le montrent les formules (LII); les 
fonctions S(nv) sont done des fonctions entiéres, homogénes et 
du degré n? des fonctions 3(¢). Cette conclusion subsiste méme 
si n est pair, comme il est aisé de le voir en pensant aux formules 
relatives aux transformations de Landen et de Gauss. Si l’on se 
borne au cas ot 7 est impair, on obtient des formules équiva- 
lentes a celles dont nous venons de décrire la formation, en com- 
binant les formules (LI,) et (LII,), ot les expressions des fonc- 


Tv . 
=); comme le montrent les formules (LI;_s), et les fonctions 
Tr 


v o or aN ie s 
=) sont des fonctions entiéres, homogénes et du ni*™ degré 
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tions S(nvy| nz), &(o|=) comportent chacune un produit de 


n fonctions S d’arguments différents; expression de chacune des 
fonctions S(n¢ |) comportera ainsi un produit de n? fonctions 3; 


on trouve, en effet, 


n—t1 
9 C UL VU 
Ae F1(ne) = (—1) ? l [ =: (0+ +=), 


(p, Vv) 
\) 
CoE: 
(r oe (Ms 
db F2(ne) = (—1)'") Ne a Wi Ue ge ? 
(LIV ) (p ¥) 
eA VT 
ho S3(nv) = St eee areas 
<7 3( ) 3 a 5 
(U,V) 
y 
Za’ 
Knap Piss fas 
5 Jy (UP ) = (— aN = —— 
| eel Pa n n 
\ (Ue. v) 
en supposant 
LEVIES OE) OO » Mn—-1y 
¥=0, Th, Ta) +> Fr—-3» 
WS= Oy jig Wx, >» Pn-1) 


ne—t 1 Ww 
ioe Daeg —ani >) 7 
wb = Gas q (r) e (7) 


271. Ul est bon de jeter maintenant un coup d’ceil d’ensemble 
sur les résultats obtenus dans les précédents numéros. 

ae 

2 


sont des polynomes entiers homogénes, du degré n par rapport 
aux fonctions S(v|z), choisies convenablement. On peut dés lors 


Que n soit impair ou pair, les fonctions S(ne| nz), a(v 


regarder comme résolu le probléme suivant : 

Etant donnés quatre nombres entiers, a, b, c, d, dont le déter- 
minant @ = ad — be est positif, exprimer les fonctions S(¢| 7) 
au moyen des fonctions S(v| 1), en supposant 


Se hice See 
a+b’ a+ 65 


? c=e dt 


Reportons-nous, en effet, aux résultats obtenus dans les n° 130)- 
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133; reprenons les notations employées alors et rappelons-nous 
que nous ne considérons plus que des transformations a détermi- 
nant positif; on pourra énoncer le théoréme suivant. 

I] existe, d’une part, deux nombres entiers positifs ), », assu- 
jetlis seulement a vérifier la condition 


hp. = ad — be, 


et a avoir pour plus grand commun diviseur le plus grand com- 
mun diviseur des nombres a, 6, c, d; d’autre part, deux sys- 
temes 2, 8, 7, 0; 2, B', y/, 6’ de nombres entiers, vérifiant les con- 
ditions 

a5 —By=T1, g'd’— B'y'=1, 
et tels que lon ait 


(a+ bt) (a+ $'7) =A(a2+ Br), 


\ 


(a+ bz) (y+-6'T) = p(y +67), 
il suffit, pour s’en conyaincre, de supposer, dans les n° 130-133, 


3 23. 


—9 = 


Wy Oe 


mais, en vertu de la théorie de la transformation linéaire, les 


fonctions a(¢ <) ne different que par un facteur exponentiel et 


par des facteurs constants des fonctions 


a 2 yor). 
os mare edt rae? 
go + pt | & + pt 


\ 


ces fonctions sont des polynomes homogénes et du degré } par 
rapport aux fonctions 


S 9 y+ 65 
SN Cams Ateeee),| 


qui, en vertu des égalités précédentes, sont identiques aux fonc- 


Sl 
a! + BT 


et ces derniéres sont des polynomes homogénes et du degré pv. par 


tions 


tor 
pla Br) I]? 


rapport aux fonctions 


rey 


cat 
yh 


Vv 
ii lee 
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qui ne différent que par un facteur exponentiel et par des facteurs 
constants des fonctions S(v |r). 

Finalement, les fonctions S(y|7), 4 part un facteur exponen- 
tiel qu’il serait bien facile de calculer, sont des polynomes homo- 
génes, de degré Ay. = ad — bc par rapport aux fonctions S(v| 1). 
Le théoréme du n° 130 conduit donc bien a l’expression des fonc- 
tions S(¢ 


+) au moyen des fonctions S(v|r), et l’on voit claire- 
ment le rdle des nombres i, » et l’avantage que présente leur 
introduction. C’est toutefois par des opérations arithmétiques 
exécutées sur les entiers a, b, c, d qu’on obtient ces nombres A, p, 
et il serait évidemment trés intéressant d’avoir l’expression expli- 
cite, au moyen de ces nombres et des données, des polynomes en 
S(v|v), expression dont nous venons d’établir existence. C’est, 
toutefois, un probleme que nous n’aborderons pas ici ('). 


IX. — Sur un théoréme de M. Hermite. 
Relations entre les fonctions 3. Théorémes d’addition. 


272. C’est ala théorie des fonctions ¢ que nous avons rattaché 
la définition et les propriétés des fonctions 3. Toutefois, nous 
avons vu comment, dans bien des cas, il était tout aussi facile 
@établir ces propriétés en partant de l’expression méme de ces 
fonctions et, en particulier, de celle de la fonction 


Os, Ti uti 
u —— n?+ —n 
Bn —_— j= y e Oe 
2W4 


iv 


qui est trés simple. 


M. Hermite a montré comment on pouyait prendre pour point 
de départ des séries analogues a celle qui précéde pour engendrer 
des fonctions plus générales, en un certain sens, que les fonc- 
tions S, qui toutefois, au moins dans le cas que nous considérons 
spécialement dans ce paragraphe, ne sont pas autre chose que 


(1) Dans un Mémoire inséré au Tome XLIII des Mathematische Annalen, 
M. Krazer a résolu cette question et méme une question plus générale. La mé- 
thode suivie par M. Krazer, ot interviennent les séries trigonométriques et ces 
sommes de Gauss qui avaient déja permis 4 M. Hermite de traiter le cas de la 
transformation linéaire, n’est pas de nature a étre développée ici : nous nous 
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des combinaisons trés simples de fonctions exponentielles et de 
fonctions S prises avec des arguments convenables. L’illustre au- 
teur a en outre établi, relativement a ces fonctions ainsi formées, 
une proposition trés importante qui peut servir de principe dans 


contenterons d’indiquer les notations dont se sert M. Krazer (notations qui sont 
aussi celles employées par MM. Prym et Krazer dans leur Ouvrage : Neue 
Grundlagen einer Theorie der allgemeinen Thétafunctionen), et la nature 


du probléme quwil traite. 
| & 


Il désigne par le symbole 
la somme de la série 
» ea(m+g)?+2m+g\Uu+hTi) , 


m7 


o41 m prend toutes les valeurs enticres; a est la méme quantité que nous dési- 
gnons par trz; w est Ja variable que nous désignons par vxi; g, h sont des con- 
stantes réelles quelconques. Pour nous rapprocher de nos notations, nous consi- 
dérerons, en lui donnant le sens précédemment défini, le symbole 


4 2 |F| (ome ae 
£ 


+ y y I I T 
en attribuant a g et ah, dans ce symbole, les valeurs 0, 0; 0, -; ~» 03 ~) —) on 
DS DD 


trouve les quatre fonctions 3,(9|7), S,(9| 7), 3,(9| 7), ¢3,(¢] 7). 
Ceci posé, en désignant par a, b, c, d des nombres entiers dont le déterminant 
ad — bc est positif, et en posant 
v c+dt 


v= —_ P= 
a+tbs a+ bc 


s a (ORC) emi 


au moyen d’un nombre fini de fonctions 


on peut exprimer la fonction 


oa 
Sy) 2" | (vat) eri. 
h,, 
La méthode suivie par M. Krazer consiste 4 décomposer la transformation 
c+dt ; ; eras : ; ; 
Payee transformations de types déterminés a coefficients rationnels, et a 
a+ bt 


établir la formule de transformation pour ces transformations particuli¢res. En 
combinant ces formules, il parvient a la formule générale, qui appartient bien au 
type que nous avons décrit dans le texte; mais cette formule, d’ailleurs assez 
compliquée, est explicite, et n’implique pas un calcul arithmétique auxiliaire 
comme celui des nombres A, vp. 
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la théorie des fonctions doublement périodiques; nous allons 
donner, d’aprés lui, quelques indications sur ce sujet. 


273. Soit h un entier positif et considérons la fonction ®(w) 
définie par Végalité 


; a) = : Be 
(LV, ) P(u) > Ang" ee is Aner 4 WO; n 


ou les A, sont des constantes qui se reproduisent périodiquement 
de h en h. Puisque la valeur absolue de q est plus petite que 1, il 
est clair que la série qui figure dans le second membre est absolu- 
ment convergente et définit une fonction transcendante entiére de 
la variable w; cette fonction admet manifestement la période 20. 
D’ailleurs, en décomposant en carrés l’exposant de e regardé 
comme un trinome du second degré en n, on obtient 


(pest 
hw, 4 ho, \ 23 


USAOE ye TUM hu \2- hriu? 
n = n- 


7 rd 
4 0)4 W3 


dot: ’on conclut 


Anmiu® ROO (n+ hu y 
P (uw) ek 1 Os = Ane 
Az 


Si Pon change uw en w+ 203, le second membre ne change évi- 
demment pas, a cause de ’hypothése 
An+n= An; 


il en résulte que le premier membre admet la période 2035, et 
Pon en conclut immédiatement 


——— (U+ Ws) 
P(uU+2uW3)=e P(u). 


C’est la une propriété analogue a lune de celles qui ont été éta- 
blies pour les fonctions 3. 


274. Le théoréme de M. Hermite consiste en ce que la fonction 
(uw), formée comme on vient de l’expliquer, est la fonction 
transcendante entiére la plus générale qui jouisse des deux pro- 
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priétés 
| DCS D0) — Pie) 

(LYV,) 


Aki, 
—— {It + )3) 


ae near mea P(u). 


Considérons, en effet, une fonction transcendante entiére ®(u) 
qui jouisse de ces propriétés. Puisqu’elle admet 2, pour pé- 
riode, c’est une fonction univoque de 


UT 


raze; 
car cette derniére équation fait correspondre a chaque valeur de x 
une infinité de valeurs de wu en progression arithmétique de rai- 
son 2, pour lesquelles la fonction ®(w) doit reprendre la méme 
valeur; en d’autres termes, la fonction 


M4 \ 
® (2 loge) 
TL 


n’a qu’une seule valeur, quelle que soit la détermination choisie 
pour log; d’ailleurs aux environs de toute valeur z, différente 
de zéro, l’une quelconque des déterminations de la fonction logx 
est réguliére; il en est donc de méme de la fonction de x précé- 
demment définie, puisque ®(wz) est, par hypothése, une fonction 
(transcendante) entiére. Mais alors, en vertu du théoréme du 
commandant Laurent, cette fonction de x peut étre mise sous la 


forme 
Ses 
Wt 


les quantités A, étant des coefficients indépendants de z. En mo- 
difiant un peu ces coefficients, on peut done écrire 


Bay WR LEG em 
P (uw) 233 Ang? Ee 1 =p Ane hw, On 
n nt 
hu? Ti O)3 Ti hu \ 
=e tie SY Aneto ( Ee 


et, puisque la fonction 
hi? Ti 


P(ujetrs 


doit, par hypothése, admettre la période 203, il doit en étre de 
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méme de la fonction 


Ws, Te hu ) 


» Aner (n+ 20s 
1 


on en conclut, en changeant wu en w+ 203 eL nr en n — Me 


WT hu rl hu y? 


ee 3 = pate 
s Ane h ( 2W03/ — s Anne: 
n 


2Wa 
n 


ou 
. Ang" er s An—ng ” gn; 
nn 7 


or le développement, suivant les puissances entiéres positives et 
négatives de x, d’une fonction univoque de x, réguliére aux envi- 
rons de chaque point z, sauf le point x = 0, ne peut étre effectué 
que d’une seule facon; on a donc 


An= Ape=n ; 


c’est ce qu'il fallait démontrer. 


975. Le role des fonctions 


n? nute 


P(u) = An qhe 04 Qp3= An), 


dans la théorie des fonctions doublement périodiques, résulte de 
la remarque suivante : Une telle fonction, outre les données w,, 
3, 2, contient h constantes arbitraires Ay, A,, ..., A,_,. Con- 
sidérons une autre fonction W(w) formée de la méme maniére 
avec d’autres constantes By, B,, ..., Ba_,; om voit de suite, en 
se reportant aux propriétés fondamentales de la fonction ®, que 
Pexpression 

P(u—a) 

Wu =a)? 


ot a désigne encore une constante arbitraire, admet les deux pé- 
riodes 20,, 23. Voici donc une maniére de former, par le quo- 
tient de deux fonctions transcendantes entiéres, une fonction dou- 
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blement périodique, contenant 2h constantes arbitraires, savoir : 


Ao At s An-1 B, Bh-1 . 


qty a SE oto 
Bo 


On verra plus tard que c’est l’expression la plus générale des 
fonctions doublement périodiques univoques n’admettant pas 
d’autre singularité que des pdles et ayant / pdles dans le parallélo- 
gramme des périodes. 


276. Revenons a la fonction ®(w). On peut, en réunissant 
dans la série qui la définit les termes qui ont un méme coeffi- 
cient, l’exprimer comme il suit 


D(a) Ay ®o + A,®, Taetales teal Ap-1 Pri, 


en posant 
(nh + r)2 UTE 


(nh +r) 
P,.(w) =)5 q h on a) 


n 


W, Ti >, (Rh+r) hu 
——— | (nh + r)?4- ————_— 
— e hw, Ws 
n 
hu? ti O)3 Tt hu y 
_ —— (nh+r+ — 
= 203 


=e bk, We » eh, 


n 


Dans ces formules, 7 est l’un quelconque des nombres 0, 1, 
2,.+-, A—13; 0n peut méme lui donner telle valeur entiére que 
on voudra, pourvu que l’on convienne que le symbole ®,(w) re- 
présente toujours la méme fonction quand on remplace le nombre 
entier 7 par un autre qui lui soit congru suivant le module h. 

Sur la premiére définition de la fonction ®,(w), on voit immé- 
diatement que l’on a 


aN aS 
®,. (w+ a) =o & (uw). 


Sur la derniére, au contraire, en désignant par s un entier quel- 
I 2W3 : aeees 
conque et en remplacant uw! par u+- s—-» on apergoit de suite 


la propriété qu’exprime Pégalité 


ATt _, . Te - 2 
Vaso. BOB Ao ogc oe 
Ppps(U) errs =P, Sa ea ) 
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2,0) SEE (us St) 

3 a Ro ne 

?,, (u 5 a Siug(M@ye A/, 
a 


Sil’on prend en particulier 7 = 0, et que l’on écrive ensuite 7 
au lieu de s, ona 


2W cas (var) 
®,.(u) = Po (w = iF 7) em ais 


on a d’ailleurs 


Po(w) a qrh e Or =»3 ginh e2nhent — 33(he he), 
1 


n 


et, par suite, 


12 


re 
(LY3) ®,(u) = g* e2reti 5; (he + rz| ho). 

Remarquons en passant que, puisque l’on connait les zéros de 
la fonction Ss, on a par cela méme les zéros de la fonction ®,(w). 


277. De ce que ® (w) est la fonction la plus générale vérifiant 
les équations (LV.) on déduit, entre autres conséquences, 
en remarquant que, pour h =1, ona 


P(w) = Ao Bo (Uw) = An S3(¢), 


ou. Ay est une constante arbitraire, que Ay J3(¢) est la fonction 
entiére la plus générale f(v) qui vérifie les deux équations fonc- 
tionnelles 
J3(¢ + 1) = 33(¢), 
f OF — (vo ae 
(e+ 22) =e Be Te ED), 
1 


et cette propriété peut servir de définition a la fonction S3(¢) si 
Von y joint la valeur de 33 (0). 


278. Nous allons maintenant, en l’appliquant a quelques 
exemples, montrer la portée du théoréme de M. Hermite. 


2W4 
En désignant par ®(w) Pun quelconque de ces carrés et en se 


reportant aux formules (XXXIV; ;), on voit de suite que la 


ay F : th 
Considérons d’abord les carrés des quatre fonctions S) (=): 
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fonction ® (w) jouit des propriétés 


®(u+ 20,) = &(u), 


27 


Ces équations ne sont aulres que les équations fonctionnelles 
fondamentales dans le cas deh = 2. Il résulte de la que les quatre 
fonctions S2(v) sont, d’aprés le théoréme de M. Hermite, des 
fonctions linéaires des deux fonctions ®)(w), ®,(w). Or, deux 
de ces équations linéaires qui expriment S7(¢), S3(v), S?(v), 
37 (¢) linéairement en ®), ®, peuvent étre résolues par rapport 
a ®,), ®,; car autrement il faudrait que les carrés des fonctions S 
correspondantes fussent dans un rapport constant, ce qui est 
impossible, puisque ces fonctions n’ont pas les mémes zéros. En 
portant les valeurs trouvées pour ®,, ®, dans les équations qui 
n’ont pas été utilisées, on voit que les carrés de deux quelcon- 
ques des fonctions S doivent pouvoir s’exprimer linéairement au 
moyen des carrés des deux autres fonctions S. On doit donc avoir 
des relations telles que 


ot A, A’, B, B’ sont des constantes que l’on déterminera en 
; : It : et, 
faisant successivement ¢=0, » = -———; on obtiendra ainsi, en 


tenant compte des formules (XXXIVs, XXXVII,_2), 


eo) S2(0) 
= = == ‘— = i ae 
SS me eeiC gma 
oo [kt 
ge MPa 
AS Se a, 
sa) Loe 2G) 
(CS) 
33 (=*) ‘ 
Vee. a ae gee at 
3 (455) S32 (0) 7 
3 (—; 
On a done 
a | 33(0) =— #33 (0) + £93 (0), 
Soa | S2(v)= kK 33 (0) + #33 (0). 


y 
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En posant, dans la derniére relation, ¢ =} et faisant usage 


des formules (XXXIV, ), on trouve 
32(0) = k33(0) + K 33 (0), 
et l'on obtient ainsi une seconde démonstration des égalités 
kKi4-k2=1, 3$(e) = 3$(0) + Jj (0). 


Au surplus, les relations si simples que nous venons de déduire 
du théoréme de M. Hermite ne different pas, au fond, des rela- 


lions 
cfu — o8 u = (€8 — ex) o?u, 


ainsi qwil résulte des formules de passage des fonctions ¢ aux 
fonctions S. 

Observons aussi qu’en faisant usage des relations (LVI,), on 
transforme aisément l’une dans l’autre les trois expressions don- 
nées au n° 260 pour chacune des fonctions S(nv| nz) au moyen 
des fonctions S(¢|7). 

279. Nous avons dit plus haut que les carrés des fonctions S 


s’expriment linéairement au moyen des fonctions 


bo(u) = 33(29 | a7); 
Jk 
©,(u) = g? eM 33(90 + t| 27) = 32(20| 27). 


Nous laissons au lecteur le soin de déterminer les coefficients 
et de parvenir par cette nouvelle voie aux formules (XLVII;) qui 
exprimenl 33;(2¢|27), S,(2e|27) au moyen des carrés des 
fonctions S(¢). 

Par le méme procédé on reconnaitra encore que les quatre 


fonctions 
3(¢+¢)S(°—e), 


ou c est une constante, sont des fonctions linéaires des car- 
rés de deux quelconques des fonctions S(¢). Les constantes se 
détermineront comme tout a Vheure et l’on obtiendra ainsi des 
formules qui ne different pas, au fond, des relations (XV,_;) 
entre les fonctions o. Parmi ces formules, nous nous contenterons 
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d’écrire les suivantes : 


a 0) C) 34 (9 — 6) = 3441 (¢) 97 (9) — 97 (¢) 324, (0), 
ayty ) OVBCO+YR(O—e) =—BRC)BI(O) +540) 23 (0), 
| 32(0)S3(o-+e)S3(v>—c) = 33?(c)S2(v) +33 (c)32(¢), 
( SH(o)R(e+eB(e—c) = BH(c)B3(e) +32(c)33(0) 


280. Il convient de joindre a ces relations des relations ana- 
logues, mais ot figurent des fonctions S avec des indices diffé- 
rents. On pourra les obtenir par une voie analogue, si l’on observe 
que analyse du n° 274 permet de trouver les fonctions transcen- 
dantes entiéres les plus générales qui satisfont aux équations 
fonctionnelles 


P(uU+2W,)=2 (uv), 
htt 


P(u+203;)=2'P(u)e oo 
oti les symboles ¢, ¢’ désignent soit +1, soit —1. Dans chacun 
des quatre cas possibles, comme dans le cas ¢=1, ¢/=1, les 
fonctions cherchées se composent linéairement avec / fonctions 
transcendantes entiéres parfaitement déterminées. Cette remarque 
suffit, pour le probléme qui nous occupe, 4 prouver l’existence 
de relations de la forme 


5)(o + ¢)Sy(v—c) =AZ(%) Sy (e) + BAy(e) So(e), 
Jy(v + ¢) S_(e —c) = A'SA(e) Sy (e) + B'Sy(e) 3, (¢), 


ott A, p, ¥, 9 sont les nombres 1, 2, 3, 4, rangés dans un certain 
ordre, et ot A, B, A’, B’ sont des quantités indépendantes de ¢, 


A . I LF 
qu’on détermine en supposant » = 0, Oat Le lecteur pourra 


appliquer cette méthode, ou encore déduire les résultats des for- 
mules (XV,) et (XV;) en passant des o au S; nous nous conten- 
terons de transcrire les résultats. 


1 33(0) 5,(0) S1(v + €) Ja(v —¢) 
= + 33(c)5, (ce) 51 (v) S2(e) + 54 (€) S2(c) 33(¢) Ty (¢), 
33(0) 3,(0) 33 (¢ + ¢) S,(¢ —c) 


(LVI) 
| = — 3, (c) Se(c) 31 (¢) S2(e) + 33 (ce) 3,(¢) 33(v) S,(e). 
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' S2(0) 5, (0) Fy (v + ¢)53(° — e) 
= + Bae) By(e) B1(0) Sse) + Hi (CYB (e) Bae) Bs(0), 


fue | S(0) 3, (0) 32(e +c) 3, (e — ec) 
= —31(c)33(¢) 31(v) 33(¢) + S2(¢) Sy (c) Je(e) Sy (v)- 
J2(0)53(0) Si(e +c) Sy(e — c) 
= + 52(¢)33(e) Si() S(6) + 51 (e) Sy (¢) F2(%) Fs (9), 
(LVI) 


3o(0) 53(0) S2(e +¢) 33(o —c) 
=— 9,(c)3,(€) S1.(e) 5, (¢) + Se(c) 33(c) Sa(v) Sav) 


281. Au reste, toutes ces relations, que nous avons tenu a 
écrire, 4 cause de usage qu’on peut avoir a en faire, sont des cas 
particuliers d’une identité générale, de méme que les relations 
équivalentes entre les fonctions ¢ (XV,_;) sont des conséquences 
de Videntité (VII, ), établie au n° 96. Pour déduire de cette identité 
Videntité correspondante entre les fonctions S, il suffira de rem- 
placer la fonction o par son expression au moyen de la fonction 
S, et de remarquer que l’ona 


(u+ a)?+(u—a)?+(b6+c)2?+ (b— ec)? 
=(u+ b)?+(u—b)?+(c+a)?+(ce—a)? 
=(u+c)?+ (u—ce)?+ (a+ b)?+(a—b)?=2(u?+ a?+ 62+ c?), 


On obtiendra ainsi la relation 


S1(9 + 4a)5i(v —a)51(6 +c) 54(b6 — ec) 
(LVII;) +5i(9 + 6) 5, (e — b)Si(e +a) 5, (e—a) 
{ +1(¢ +c) 51(¢e —c) 5, (a+ b)5,(a—b) =0, 


ot il est a peine utile de prévenir que les quantités a, b, c repré- 
sentent celles que l’on désignait de cette facon dans le n° 96, divi- 
sées par 20. 


282. De cette idenuté, on en déduit plusieurs autres analogues, 


soit en augmentant l’une ou l’autre des quantités u, a, b, ¢ de 


I T ee 


Pe icenys cael attribuant quelque valeur particuliére a ces 


variables. Nous ne voulons pas ici faire cette étude, que l’on 
trouvera tout au long dans la Théorie des fonctions elliptiques 
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de Briot et Bouquet ('); nous nous bornerons aux remarques sui- 
vantes, lirées, pour la plupart, d’un beau Mémoire de Kronecker 
sur le méme sujet (?). 
Remplagons les lettres ¢, wu, 6, ¢ par a, b, c, d et posons en 
généralpour 6 ==1;2,.3,4, 

Tp = Sp(a + b) 3,(a — b) 5, (c+ d)5_(c — d), 
(LVII,) A Jo(a+ ¢)Sp(a—c) So(d+ b) S,(d— db), 

Tp = 3,(a+d)3,(a — d)39(b + ¢)3,(b—c), 


ou les trois expressions T, T’, T’ se déduisent les unes des autres 
par permutation circulaire des lettres 0, c, d. 
L’identité fondamentale (LVII,) pourra s’écrire 


Tyan lS = 6 


Observons que, par les vingt-quatre permutations des lettres a, 0, 
c,d, les quanutés T,, T,, T,, se reproduisent, rangées dans un 
ordre quelconque, si ¢ n’est pas égal a 1, et que les quantités T,, 
I, T) sont remplacées par une de leurs permutations circulaires 
ou par une des permutations circulaires des quantités — T,, 


ei nave 


4 
On voit, en particulier, que Pidentité fondamentale 


T,+T,+T{=o0 
se reproduit pour toutes les permutations des quatre lettres a, 
Os Cx: 
Si maintenant on ajoute aux quantités a, c, successivement 


J LG, T 
=) » -» On trouve 
Dy; 2. 2, 


| T,— T),-- Tj =0, 
(LVII; ) T3- == T= 16) 
(Pe Bey CEA oe 


Sans nous arréter aux équations que l’on peut déduire de celles-la 
par les permutations des lettres a, b, c, d, observons qu’on en 


(*) Deuxiéme édition, liv. VII, p. 486 et suiy. 
(2) Journal de Crelle, t. 102, p. 260. 
T. et M. — If. 
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ure, en ajoutant 
Teo teeny 


(LVIL,) T,+T,=T2+T%, 


Vou, en permutant circulairement 0, c, d, 


\ yee Dey ae 


LVI, 
( +) (Ue eee as 


M- 


283. Ces identités ont été données par Jacobi sous une forme 
peine différente. Considérons, par exemple, la relation 


te Te 
Si l’on pose 


a+b=w, Ch —— = ie c+d=y, C= =z, 
on voit de suite que cette identité peut s’écrire 


Jo(W) Sa(@) So(y) Fas) + 53(W) 33(L) 33(¥) 33(s) 
= Sy (w') 5a( x") So(y') Fa(2') + 53 (w') 33 (353 ( 7’) 33(2'), 


en regardant les variables x, y, 3, », x’, y’, 2, w' comme liées 
entre elles par les systemes équivalents d’équations 


[ I (f ‘A 
w= -(w+ae+y+s), w= —(e'+a7'+y'+3'), 
2 2 
Kee eal ! a r Pi 
a en) tee) eevee 2 eet 4 
,__ 1 n — eel tr re , al 
ay, =e (ed i ire), DEN be Aenea) 
t I I ’ (. ! t 
oes L— yV-- 2), BS AYE AB ae oie) 


284. C’est d’ailleurs par une voie tout autre que Jacobi par- 
vient a cette identité : cette voie est directe; elle consiste 4 effec- 
tuer la multiplication des séries qui représentent 32(), J2(2), 
So(y), S2(s), Ss (w), .... Outre son intérét propre, elle offre un 
grand intérét théorique; elle équivaut, en effet, a un'principe dans 
la théorie qui nous occupe. Le lecteur n’aura aucune peine a recon- 


naitre que de cette identité et de celle qu’on en déduit en ajou- 


x . . Teas Sees 
tant a une ou plusieurs des variables 1, +, 1+7, ROK ae ao 
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peut tirer trés facilement les relations entre les carrés des fonc- 
tions S, ou entre les produits de deux fonctions S avec les argu- 
ments 4+ y, & — y, qui ont été obtenues dans ce paragraphe au 
moyen du théoréme de M. Hermite; en sorte que Videntité de 
Jacobi peut, comme I’auteur l’a montré lui-méme ('), servir de 
fondement a une théorie des fonctions elliptiques. Kronecker, 
dans le Mémoire précédemment cité, a amené l’analyse de Jacobi 
a4 un haut degré d’élégance et de généralité, nous ne la repro- 
duirons cependant pas. Nous donnerons de préférence, pour 
initier le lecteur 4 ce genre de spéculations, la démonstration 
dune belle formule qu’on doit a Schréter, formule dont un cas 
particulier nous conduira facilement a Videntité de Jacobi et dont 
nous aurons d’ailleurs a tirer parti plus tard, pour la formation 
des équations modulaires. La formule de Schroter pourrait étre 
établie autrement que nous n’allons faire (?); le théoréme de 
M. Hermite, qui a fait le premier objet de ce paragraphe, offri- 
rait, en particulier, un chemin pour y parvenir. 


285. Désignons par «, 8 des nombres entiers positifs et envisa- 
geons le produit des deux fonctions 33 (a| a7), S3(¥| Gr). 

En se reportant 4 l’expression (XXXII;) de 33(9|7), on voit 
que ce produit peut étre mis sous la forme 


J3(@ | ae ) S3(y | Bo) = pS quer +Bv? erintyatyy) 
U,V 


oi le second membre est une série 4 double entrée, absolument 
convergente, dont les termes peuvent étre groupés comme lon 


(1) Theorie der elliptischen Functionen, aus den Eigenschaften der Théta- 
functionen abgeleitet (OEugres, t. 1, p. 499). 

(7) M. Herstowski (Math. Annalen, t. XI, p. 1-29) parvient a cette formule, 
ainsi qu’a d’autres relations que nous rencontrerons plus tard, en effectuant la 
multiplication des produits infinis qui représentent les fonctions S. 

Sauf quelques modifications sans importance, nous reproduisons ici (n° 285-286) 
Vanalyse de Schréter d’aprés Enneper (£lliptische Functionen : Theorie und Ges- 
chichte, 2° édit.). Puisque nous avons l'occasion de citer cet Ouvrage, excellent 
a bien des égards, il convient de signaler au lecteur, en particulier, Ja richesse 
des renseignements historiques et bibliographiques qu’il pourra y puiser. 
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veut. Nous supposerons d’abord qu’on effectue la somme 


yo+0 
a > Geer BV? erin(yctvy) ; 
eget 
po+e 
on aura ensuite a effectuer la somme > Ay. 
U=—o 


Il est clair que, p» restant fixe, lorsque y prend toutes les va- 
leurs entiéres de —o a+, il en est de méme de v — pet in- 
versement. On peut donc remplacer, dans l’expression de A,, 
vy par p+ 9, et faire prendre a p, comme a y, toutes les valeurs 
entiéres de —co a +o. D’un autre cété, si l’on désigne par s un 
nombre entier SUESOE EG et par 7 un des nombres 0, 1, 2, ..., 
a +  —1, il est clair qu’un nombre entier p pent, et d’une seule 
facon, étre mis sous la forme 


p= (a+ B)s-+r. 


Réciproquement, quand on donne as toutes les valeurs entieres 
de —#2a-+o, et a r toutes les valeurs 0, 1, 2,..., 2+ 8—1, 
Vexpression (2 + 8)s + r représente successivement, et chacun 
une fois seulement, les différents nombres entiers de — «a + c. 
On peut donc, finalement, remplacer, dans A,, lindice y par 


p+(at B)s+r, 


et donner ensuite a s les valeurs entiéres de — 0 4 +20; 47 les 
valeurs entuéres deo aa+ 8 —t. 

Par cette substitution, on trouve, aprés des réductions immé- 
diates, 


apy2—+ Bv2= (a+ B)(u+Bs)?+ 287 Pane B(a+ B)s?-+ aa8rs + B72, 
Ue + VV Be icv mene ect: 
Si donc, dans Ay, on groupe les termes ot 7 est le méme, et si 


l'on remarque que dans tous ces termes on peut mettre en facteur 
RQ» Gyr eae ’ , : 
gee et e772, on voit que Von peut ecrire 


r = O+B—-1 


F =a) ger? errity By 


Pi=0 


LES FONCTIONS &. 165 


ot lon a posé, pour abréger, 


s=+0 


By, — >; Cys; 


s=—0@ 


C,,, étant le produit de 


’ 


G(4+B)(R+B8)2+2Br (p+ Bs)+ 0B (-+3)s2+-20,82°5 
par 
e2imlp+Bs)(x+y)+s(ay—Bax), 


Le produit des deux fonctions 3; (x| az), S3(y| 8s) peut donc 
étre mis sous la forme 


U=-+ 0 r=o+B—-1 U=+o 
Ss(#| ac) S(y 1c) => Ay= Y [ 78” eariny ~ Ba, 
, iS 70) Uo=—o 
ou 
Uo=+e U=+- 0 sxo+o0 s=—+0 wo=+e 
Pa Hs pa aD aoa 
U=—o L=— eo s=—c s=—% L=—o 


, b) C = r 
Séparons, dans l’expression de C,,,, les facteurs qui ne dépen- 
dent que de w+ fs et ceux qui dépendent de s seul; nous aurons 


Cy, c= qi&+B) (V-+-Bs)2+287(U+-8s) e2im(ut-Bs) (x+y) qePla+B)s*+2aBrs e2tts(ay—Bx) 


=e g\%+8) (Y-rBS)? e2im(u+-Bs) (x+y+rBr) q2Pie+B)s* e2lts(ay—Ba+raBr) , 


En tenant compte de cette derniére forme pour évaluer 
YU. =+ 0 
a 
By C,,, et en observant que, s restant fixe et » prenant toutes 
les valeurs entiéres de —o 4 +0, s’= + Bs prend aussi toutes 
U.=+ 0 
les valeurs entiéres de —« a +, on voit que la somme > Cus 


, p=— 0 
est le produit de 


gq 08 (a+8)s? e2ins(ay—Bx+raht) 


par 


s'i+ © 
Da g (+B) e2ins'(a+y+rBr) : 


Ss —— & 
or cette derniére somme n’est autre chose que 


S3[2+y+r6c](a+ B)r]; 
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on a donc, 
Y.=+ © sSS=+e W=+0 
Ya DT Te 
B=— sS=—e U=—o ee 
=33[a+y+rbr (a+ 8)<] < 3 gq %P(4+B)s? e2ins 4y—Ba+raBe) 
sS=— ao 


= 33[2 +. y +r br] (2+8)t].93 [ay — Bae + raBr | «8 (2 + B)e] 
et, par suite, enfin 


J3(@| az) S3(y | Br) 
r=o+6—-1 
= SY giremn [ety + ricl(2+ 8) 4] 
r=0 
(LVIII, ) < S3[ay — Ba + raGt| ab (a+ B)r] 
r=a+B—-1 
= SY gererineSs fo ty + ras |(a+ B)e] 
r=0 


< 33[Ba —ay + rabs| a8 (a + B)), 


la derniére égalité ayant lieu en vertu de ce que le premier 
membre ne change pas quand on change @ en B et 2 en y, simul- 
tanément, C’est la formule annoncée. 


286. Pour o=1, B=1, Végalité précédente, en tenant compte 
des formules (XXXIV,), devient 


J3(2)93(yv) = 53(@ + y | 27) 53(@ —y | 27) 

(LVIII,) A a 
+ Jo(% + y|27)So(a— y | 27). 

En changeant dans cette formule z, y en x +5, y+ -, on ob- 


tient encore 


(LVI) | Jo(L) Sa(y) = Sa(e+y| 2%) S3(# — y| 27) 


+93(@+y|27)S2(@—y | 27). 


Observons en passant que, en faisant = y, on retrouve deux 
des formules relatives a la transformation de Landen. 

Ce sont les formules (LVIII,_;) qui vont nous conduire a Vi- 
dentité de Jacobi. Si l’on désigne par z, y, s, quatre variables 
indépendantes, on en déduit, en appliquant ces formules d’une 
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part aux variables x, v, d’autre part aux variables s, , et en for- 
mant la fonction 


J3(%) S3(v) J3(%) J3(w) + So( x) Se(yv) So(s) 5a(w), 


que cette fonction s’exprime trés simplement au moyen des quatre 
quantités 


J3(@ + y|]2t)S3(s+ w|2t) + Se(e + y 127) S2(s + | 27), 
33(@ — y|27)93(4— wl at) + 3o(x7— y| 27) Sq(s— w | 27), 
S3(@ + y | 27) Se(4+ w] ot) + So(@ + y| 27) 53(s+ w | 27), 


J3(@ — y | 2%) So(s— w | 27) + Sa(ew — y | 27) 53(4 — w | 27). 


Aprés une transformation algébrique facile, on voit qu'elle est 
égale au produit des deux premiéres augmenté du produit des 
deux derniéres. Mais, en vertu des équations (LVIII,_;) elles- 
mémes, les quatre quantités que nous venons d’écrire sont res- 
pectivement égales a 


a 


So 
Bae rt 5 
Z 


On obtient donc bien ainsi l’identité de Jacobi. 
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CHAPITRE IV. 


LES QUOTIENTS DES FONCTIONS ¢ ET DES FONCTIONS 9. 


I. — Les fonctions &. 


287. Il convient souvent, dans diverses questions, d’introduire 
les quotients que l’on peut former au moyen de deux fonctions ¢ 
portant sur la méme variable et les mémes périodes; les quatre 
fonctions du, 6,uU, ¢,U, ¢3u engendrent ainsi douze fonctions. 
Nous poserons, en conservant les mémes conventions qu’au n° 112 
relatives aux indices a, (8, y, 


ae DIE eee, 

Sao a Vp OL 

: a ou I 

044 = a) 
(LIX;) Ty U Vpu — €y 

_ oBU Vpu— eB 

SPae : 


Syu pu — ey 
Nous sous-entendrons la variable w quand il n’y aura aucune 
ambiguité 4 craindre; ainsi nous écrirons §y9, € 4, &gy au lieu de 
A ; : ; 
SU Pestle Gay. Au contraire, quand il y aura lieu de rappeler 


les nombres w,, 3 qui servent a construire les fonctions ¢ et, 
par suite, les fonctions €, nous écrirons 


Eao(&| 1,3), Fou( wu] wy, ws), Egy (wu | m4, Ws), 
ou bien 


bx0(&; S283), Foals §2, 83), EBy(U; Sa) 8s), 


uns 5 : é 3 
si c’est sur les invariants 82, 83 qu’on veut attirer l’attention. 


288. Les fonctions € sont des fonctions univoques de w; celles 
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qui ne contiennent pas d’indice o sont paires, les autres sont 
impaires. Elles n’admettent pas d’autres singularités que des poles, 
tous simples; ces pdles sont les nombres congrus A 0, modulis 
204, 203, sile second indice est 0, A wy si le second indice est «. 
Les zéros de ces fonctions sont congrus a 0 ou A w,, selon que le 
premier indice est 0 ou «; ce sont tous des zéros simples. 

D’aprés leur définition, les fonctions § sont des fonctions algé- 
briques de la seule fonction pw; elles sont done toutes des fonc- 
tions algébriques de l'une quelconque d’entre elles, tandis que 
leurs carrés sont des fonctions rationnelles du carré de lune 
quelconque d’entre elles. D’ailleurs les relations algébriques qui 
les Lent sont manifestes; il suffit de les écrire 


: 
(LIX) | (2) ba0= Eby = = = ca = E80 boy = EBabay » 
ey pu = eg+ 62)= eg + oho = Cy + bros 
d’ot 
( (4) 3pu = Blo-+ 38, + Bo 
ne) (5) pu=eg+ alata =eg+ ome =ey+ oe as 
\ I by t— by8 1— &Gy 
Notons encore celle-ci 
I we 
(LIX.) Bie eerie a, a eae 


289. Il est tres aisé, au moyen des diverses formules (XII,_3), 
de voir quel changement produit sur les fonctions oo, bay Vaddi- 
tion de l'une des quantités 20g, 20g, 2Wy OU Wg, Wg, Oy a lar- 
gument UW. 

Observons d’abord que l’on a 


bq0 mg = VeB— Ca, 
Vea ep Vep— en, 


Yeu — ey Vey— ex 


Xp) : 
SBy Pa = 


la derniére égalité résulte des formules (XIII, ). 


En particulier, et en tenant compte des formules (XXXVII,_5), 
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ona ' 
(LX2) kK = 5103, k' = Eo30. 


Maintenant les formules (XII,_;) donnent 


(LX,) { Exo(U+2Wa)= Exo, Esy(u+2Ha)= Epyu, 
ies Eqo(t& + 2.08) =— Eqot, Egy(u + 20g) =— Egyu. 
Ex On) aa os eg Vea — ey Eoqu 


=— Veg— Cay Vey—eg Foyt, 
(LXa) | Sao (wu + we) = Veg— ea bypu, 


Vex—e Vee me 
Egy (U-+ Wy) = ——— ze Eygu =— ee ee u, 

Ven ey Vey— ey 
Egy (wu + wa) =— Veg— Cy Fog U- 


Ces formules montrent que les fonctions E sont doublement 
périodiques. La fonction &,,w, par exemple, admet les périodes 
204, 43, et il est clair, d’aprés la nature des pdles qui sont tous 
congrus a zéro, modulis 20 ,, 23, et parce que 2w3 n’est mani- 
festement pas une période, que ces périodes sont primitives. Les 
carrés des fonctions — sont doublement périodiques et admettent 
tous 2,, 2W3 comme couple de périodes primitives. 


290. Il est facile d’obtenir les équations différentielles que 
vérifient les fonctions €, puisque l’on al’équation qui relie pw 
a plu. 


Observons d’abord que l’équation (XI, ) 


; O1U Goll Sgt 
u=—=—2 
P Cite OAU TOntL 


peut s’écrire maintenant 


p'u =— 2bqo€goéyo=— 2 Wpu— eg Vpu—ep Vpu—ey. 


Dés lors les relations 


Fao = Vp uU— eq, Sa = —_—_——, Egy fe genie 
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donnent immédiatement 


; pu k 
(LX) fy = hae = — Vpu—eg Vpu—ey =— EBokyo, 
7 a eS 
(UXI:) eye Bed Ged 2 u _Vpu—epypu—ey_, : 
2, V pa ey (pu — €,) pus en SBasyas 
\ oy (eg— ey) p'u 
By 2V/pu—eg /pu—ey(pu—ey) 
(LXI3) < 
—(eg— ey) (pu ey 


pu —éy =— (€g— ey) oy Eay- 


En remplacant dans la premiére de ces égalités &go, Eyo par leurs 
valeurs (LIX;) en fonction de &y9, on obtient 


(LXII, ) a (€a— eg+ £35) (€a— ey + §3,), 


c’est-a-dire que la fonction £45 vérifie ’équation différentielle 
dy\2 
(%) = (€a— eg + y?) (€y— ey+ y?); 


elle peut done étre définie comme une fonction univoque de w 
satisfaisant 4 celle équation différentielle et telle que la différence 


I : ‘ ae F ; 
Vee = sO réguliére aux environs du point 0, et s’annule en ce 


point. 

Il est clair que, si une fonction f(wz) satisfait 4 une pareille 
équation différentielle, ot la variable w ne figure pas explicitement, 
il en sera de méme de la fonction f(u—+ C), ou C est une con- 
stante arbitraire; les fonctions f49(u+ a), §o(u+ 8), 
Eao(U& + wy), en particulier, devront vérifier cette équation diffé- 
rentielle, ainsi que les fonctions 


a Vea— eB Veu— ey Font, Veg— Co Eygu, vey— Co EBy u, 
qui leur sont respectivement égales; on en conclut, ou l’on obtient 
directement par un calcul analogue au précédent, les équations 
(2) &% = [t+ (ea— 8) x] [1+ Cea ey) Sox); 


LXII 
eM ee ee og + Coy — 01) Se] 


291. Remarquons encore les formules, d’un usage fréquent 
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dans le Calcul intégral, qui lient les fonctions £ aux fonctions C, 


savoir : 


We £20(u) =pu— ég=— Cu — eg, 
(eg— ea) (ey— ea) 
 pu— eg ' 


(LXUI) 


| (2) —Gqu=p(ut wg) = égt+ 
dou 


— Cy u — ea = (eB— Ca) (ey — a) Bou (%4); 


(3) 
LXIII 
aa | (4) —tgu —ea= (ep— ea) Sya (4); 


et 
C TP a) RD 13 (a)= pion 
LXIII i dunes 2 (pu — ea) 
( X 5) : = ind ~ 
ae pu eB {pipe ey SEEPS (Oye fai ee 
/pu— ey ST 
(eg— ey) piu 
srs pe 
Spun byu= i logtay() = 3 3 Ga aap ey) 
(eg—e DU — ey 
(LXIIT,) Eaeece DV Pub = = — (eg — ey) Exp (%) boy (u) 
V/pu—egypu— ey 
TU TU 
a ebane ” Sgucyu u 


292. Les deux derniéres relations peuvent s’écrire sous une 
forme un peu différente, qu’il ne sera peut-étre pas inutile de faire 
connaitre. 


Reportons-nous aux formules (XXXII; _¢) 


1 (9) 
Cu = 204 e271 O19? 
J (0) 
Cite = Jars (?) e2m O13: 
S100) 


on en déduit, en prenant les dérivées logarithmiques, 


31 (9 
Ae eat La! + 2719, 


20, J, (%) 


Ul 
ene mee Jas (?) + 2103 
és 204 Tara(e) — OMe 
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dés lors les formules (LLXIII;_¢) peuvent s’écrire 


I [eee ee Sati (0) 5} (0) Sei (9) Sysi(e) 
20, L51(¢) Sasi (e) 21 3G+1(0) Sy41(0) B1(¢) Sars(e)’ 


1 ee get ue 2015841 (0 )Fy41(0) 51 (9) Sasi (e). 
201 LSyi1(%) Seea(v) | apa Sati (0) 5, (0) Ser1(9) Sysa(e) ’ 


en utilisant les relations (XXXVI,_;) écrites sous la forme 


o 


7 441(0); B>y, 
J (0) = TBF u41(0) Fe41(0) Fy+1 (0), 
on trouve, aprés quelques réductions immédiates, 


f () a (9) Sari (?)—S1 (0) Sua?) = Rae +1(0)9841(9)Sy41(¥), 


(LXIII _ i. s 
1 (8) Fy (9) B41 (9) — Sys (Fg, (0) = 793 41(0) 1 (0) Fara (). 


C’est la les formules que nous avions en vue. 


293. Les formules (XV) nous montrent immédiatement que 
les fonctions § de u-+a peuvent s’exprimer rationnellement au 
moyen des fonctions Edeuetdea. Il suffit pour avoir les formules 
qui fournissent ces expressions de diviser membre 4 membre deux 
des formules (XV) choisies de fagon que dans les premiers mem- 
bres figure un facteur commun. Ces expressions pourront d’ail- 
leurs étre transformées de diverses HNEOSS grace. aux relations 
qui existent entre les fonctions &. 

Si, par exemple, nous choisissons, d’une part, les équations 
(XV,_5) mises sous la forme 


C(u+a)cy(u—a) 
= oyuUcya [Soy u Enya Epy a + Loy abn u Egy], 


5g(U+a)oy(u—a) 
= iucta[Egyu Saya — (eg— ey) oy Euyt Soya Saya], 


et, d’autre part, l’équation (XV,’) mise sous la forme 
Cy(U + a) Cy(u — a) = F2u 2a [1—(ey— ea) (€y— 68) EG U Soy a], 


on trouyera, en divisant respectivement, membre a membre, les 
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deux premiéres équations par la troisiéme, 


Eoy U Exy a Ey a + boy a bay U EBy U 
) 
I — (€y— x) (ey — eB) Foy U Soy & 


(LXIV;,) Eoy(u+ajy= 


Egy Ut Egya —(eg— ey) boy u Cay u boy at buy a 
1 —(€y— ey) (€y— eB) Eoy & Ey @ 


(LXIV;) &gy(w+a@)= 
Les formules ont été disposées de maniére que le second indice 
des fonctions qui y figurent soit toujours y. 


294. On aurait pu utiliser aussi la formule (XV, ) 


G(U+a)c(u—a)= oF usr a (E5 u— a), 


qui, jointe a la premiére des équations dont nous nous sommes 
servis, aurait fourni la relation 


boy u Enya Egya za Foy @ Exy i EBy th 


(URI) cea) Ey u — bya 
YF 2OY 


en changeant dans cette formule @ en — a et comparant a l’ex- 
pression déja obtenue pour f9y(u-+ a), on en conclut Videntité 


(Eoy u Enya EBya oh Enya Foy U Egy w) (Eoy u Enya Egy a = Enya Cay u Egy uw) 
= (ER, wu = ER, a) [t— (ey— ea) (ey— eg) Eby u cal b 
que le lecteur pourra vérifier au moyen des relations entre les 


carrés des fonctions &. 


295. Si, maintenant, dans l’expression (LXIV,) de Eoy(u + a), 
on change a en —@ et qu’on effectue le produit 
Evy + 2) boy(u — a), 
on trouvera, en vertu de l’identité précédente, 
cGy u — be 


LXV lie ae =O) = = = sl : 
Maa Uae aa elice 290 ch era 


Si Pon récrit la méme relation en s'arrangeant de facon que 

2 
Vindice « remplace Vindice y, puis que l’on remplace w par u-+ WB, 
on trouvera de suite 


9 Soy & 
bay U + (eg 8) - 
(LXV2) Egy(w-+ a) &gy(u—a) = — Bi es 
I+ (ey er) es EGy u 
fod 
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296. Signalons encore les relations 


Al Eoy (U + a) + Eoy (U — a)] = 2boyu Exy a Egy a, 
AL Eoy (u + a) — Soy (u — a)] = 2 boy a Ey U Egy ul, 
A[Egy(u + a) + Egy(u— a)] = 28g, u Egya, 
] 


| AL Egy (u + a) — Egy(u — a)] = —2(e3— ey) boy u Exy Uoy a Exya, 


ae 


A= (@y— a.) (ey— ep) Ey Uta, 


et dont la déduction est évidente. Ces formules permettraient 
sans peine de trouver toutes les relations qui existent entre deux 
nombres qui rendent égales, ou égales et de signes contraires, 
deux fonctions § ayant les mémes systémes d’indices. 


297. Examinons maintenant, comme au n° 120, le cas ott les 
W3 , ees 
nombres ,, — sont réels et positifs. 


Si la variable wu est réelle, toutes les fonctions § sont réelles; on 
en connait le signe d’aprés les résultats du n° 120 et les formules 


boa = Baby as bay = — (en — ey) Foy Eny 


permettent de reconnaitre immédiatement si elles sont croissantes 
ou décroissantes; comme dailleurs on connait les valeurs qu’elles 
prennent pour les multiples de w, qui sont les seules valeurs 
réelles pour lesquelles les dérivées puissent s’annuler ou devenir 
infinies, on reconnaitra sans aucune difficulté entre quelles limites 
les fonctions varient. Par exemple, la fonction €, croit de o a 
ae quand w croit de o 4 w,; la formule (LXIIT,) montre que 

€4— &3 


dans cet intervalle ona 


E(w) = V[t— (€2— es) £35(w)] [1 — (er — es) €33(%)], 


en donnant au radical le sens arithmétique, puisque la dérivée 
doit étre positive; on en conclut qu’on doit avoir 


1 


Es 2 
om f Vit (e2— 6) 77 JE) — (1 — es) 77) 
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x 
et, enremplacant dans cette formule vy par ————» on trouve 


Vei—es 


i dx 


Wy Ve asee 35) f 


Jy Va=@) 0 Bat) 


en donnant a k la méme signification (XXXVII,) qu’au n° 170, 


peel Ve2— e3 = J2(0) | 
ice Cen enies 33(0) 


298. Quand u= iw! est purement imaginaire et que w’ reste 
dans Vintervalle (0; 2) les fonctions paires 2y(zu') sont réelles 
t are G c l f ti 5 . Le Pan iN l f : 
et positives, ainsi que la fonction impaire = ox(tu ); les expres- 


sions des dérivées donnent aisément le sens de la variation; soit, 
par exemple, 


I 

Z ae 

S = = So1(tw’), 
on aura 


dz fee 


dike. €, (tu!) = bay (tw') Es (iu’), 


en désignant par &,(iw’) ce que devient §, u quand on y rem- 


F dz 5-6 z : 
place uw par iw’; dui °s donc positif et z croit deo a 


I I I 
BAR OTS Eee 


’ 


a ee e1 me yO, es 


comme on s’en convainc en se reportant aux formules (LX,, XIIL,). 
Puisque la dérivée de =z est positive, elle est donnée par la for- 
mule 


Vt + (e1— en) €3,(tw’)] [1+ (e1 — 3) &3, (iv) 


= V(r 2) #] [Ce es) 


les radicaux étant pris avec le sens arithmétique, ct lon a par 
conséquent 
; 1 


Ws e ae dz 
T= — = = ~ _—- =) 
i 0 V[1—(e1— e2) 22] [1 —(e, — €3) 2? | 
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xe 
ou, en remplagant <¢ par are 
Oh = © 


3 ; : dx 
SVame= [ - —— ; 
U 0 (1 — 2) (1— k222) 


ici encore k’ a le méme sens (XXXVII;) qu’au n° 170, savoir : 


k et VK sont réels, positifs et plus petits que 1. 
V »?P Pp Pp { 


. (oD) 
Les formules qui donnent, dans ce cas, ,, au moyen de e,, 


€2, €3 doivent naturellement étre rapprochées de celles qui ont 
été obtenues au n° 297. 


299. Ajoutons enfin quelques remarques relatives 4 ’homo- 
généité, que le lecteur rapprochera de celles qui ont été faites au 
n° 119. Enreprenant pour un moment les notations de ce numéro, 
c’est-a-dire en posant 


w 4 — Aw, ws = ws, 


on trouve de suite, a l’aide des formules (XVII,_3), 


m1 02); 
| Wy, v1), 
Jon os). 


I] suit de la que, si l'on désigne par © une fonction de ,, wz 


(1) Boa (| 45 4) = 2 boa ( 


(LXVI) (2) Fao (u| oS) = 5 bao 


a 


~|s ~Is ~IsS 


(3) Sey(w] ow, ©) = bay ( 


qui soit, comme 7 ou V/é,— eg, homogéne par rapport a w,, w3 
et du degré — 1, les fonctions 


Cece) 


Ww 
ne dépendront que de l’argument wu d’une part, du rapport — 


Wy 
de l'autre; en effet, si Pon pose 


Ao! = Ae (Ao1, Aws3) — o (4, 3), 
T. et M. —Tl. a 
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on aura 


seh Using ve 
w4, 04) = boa | Ot ee)> 


300. Trois de ces fonctions, 


| 
boa 2 W41, Ws }» 3) =| Oy ms), 
t & 9 Yi Y io | ’ 


dont le réle a été et restera considérable dans la théorie des 
fonctions doublement périodiques et dans les applications de cette 
théorie, ont été introduites tout d’abord par Jacobi, qui les a 
nommées fonctions elliptiques de argument u et du module k; 
il les a désignées, pour des raisons que nous ferons connaitre plus 


tard, par les notations 


sinam(u,k), cosam(u,k), Aam(u,k). 
C’est étude de ces fonctions elliptiques, que nous désigne- 
rons (') par 
sn(u,k), cn(u,k), dn(u,hk), 


qui fera Pobjet du paragraphe suivant. 


II. — Les fonctions sn, cn, dn. 


301. Supposant que la partie réelle du rapport a soit positive 
Wy, 


; ae ~ Te 
el que, par conséquent, 4,3;— 730, soit égal a >? mous pose- 


O41, vs); 


rons 


(1) sn(u,k) = Ve; —e, 5 ee 


Ve1— es €3 


Wy, vs) ) 
W4, vs) . 


(*) La notation sn, cn, dn a été proposée par Gudermann. Elle a été adoptée 
par un grand nombre d’auteurs, en particulier par M. Hermite, avec une légére 
différence sur laquelle nous insistons plus loin (n° 317). 


(LXvIT) { (2) seobete Tam 
Vei— es 


Al k u 
(3), da(u, k) = in (7 
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Quand on ne veut pas mettre & en évidence, on écrit simplement 
snu, cnu, dnu, au lieu de sn(u,k), cn(u,k), dn(u,k). 
Ces trois fonctions sont homogénes de degré zéro en 0, 03; 


elles ne dépendent donc (n° 299) que de l’argument wu et du rapport 
— “3. Ce fait si important doit se manifester dans les relations 
1 


algébriques et dans les équations différentielles que vérifient les 


quantités snu, cnu, dnu, équations que l’on déduit facilement 
de celles que vérifie la fonction &. 


302. En désignant par sn/u, cn'u, dn'u les dérivées de snu, 
cnu, dnw par rapport a wu, et par 


rr u rN u a ( Uu 
> SS SSS ’ ‘ SS > 9 ———— 
: Vei— es zt Vv 4,— @; a Ve1— 5 


ce que deviennent les dérivées &,u, 6,u, & u de §,u, b.u, 


u 
a) quand on y remplace wu par = 
arse 428) 


» et en tenant compte 
des relations 


I 


Uy 
boa = EBabyas $y =— (e6— ey) boyEay, 


on trouve immédiatement 


Gi) Geis EO3 ) = i ( i )éo(, e ) == CNU an wu, 
Ve,— €3 Ve1— e3 Ve1— es 
I u 
(2) cn'u= ————',, Gs 
Ve1— es : V/e1— 3 
———— u u 
(LXVIII) =— Ve;— €3 bos ( | ts ( —) =—snudnu, 
Ve1—e3 4 Ve1— es 
I u 
(3) hn ij — ———— §}; ees! 
¥ e1— es Va— é3 


€y— 3 Uu u. 
= —_- o( et ) ao Benen. 
V4, —e5 \ eyes Veep, 


D’ailleurs deux des relations (LIX, ), savoir 


b2 ae, ess ist ys 1835 
Os Ci —— 63 €g— 63 
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donnent immédiatement 


sn2u I— cn2u 1—dn?u, 
€i— €3. jy — 3 OQ — 3,” 
on a donc 
\ (ly) Dei en iat; 
(LXIX) , 
( (2) dn2u+ kh? sn?u =1, 


et l’on voit, a cause de ces relations et de l’expression de la dé- 
rivée de snu, que snw vérifie l’équation. différentielle 


(LXX;) sn’2u = (1— sn2u)(1— k%sn2u). 
On voit aussi que cnu, dnw vérifient les équations différentielles 


(LXX) (2) cn?u =(1—cn?2u) (1— k?-+ ke cn?2w), 
(3) dn?u=(1— dn?u) (dn?u—1-+ 2). 
Dans toutes ces relations ne figure que l’argument wu et la quan- 
uté k qui ne dépend que de t, comme on le voit sur la formule 
(XXXVI, ). 

Nous entendrons toujours par module et module complémen- 
aire des fonctions elliptiques sn(w,k), en(u,k), dn(w,k) les 
quantités k et k’. 


303. Si l’on tient compte des relations (LIX,) 


fo3Uu = pe ET ge Viner. pen 
/pu— es V pune: Vpu—es 


on voit que les fonctions elliptiques sn, cn, dn sont liées a la 
fonction p par les relations 


Ve1— es 
rg ee 


(4) sn(uVe;—e3, k) = 


pu—e3 

re ake ee Vpue, 

(LXVI) (8) "on (uN ey eek he 
V pu és 

\/pu—e, 


(6) dn (wu Ve, ess 
pu— é3 
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Les fonctions 


sn2(u V/e,— 3), cn2(u /e,— es), dn2(u y/e;— és) 


sont donc des fonctions rationnelles et linéaires de la fonction pu, 


et l’on a en particulier 


64 — €3 


sn2(u Vee=ean 


(LXVII,) pu = e3-4 


304. En vertu de la définition méme des fonctions snu, cnu, 


dnu, ona 

NO =O, CMO dno =1, 
et par suite 

STMOn—ate CN OS © dno == 0. 


On peut donc définir sn(u,k) comme une fonction univoque 
de uw qui s’annule pour w= o0, dont la dérivée pour uo est 
positive et qui vérifie ’équation différentielle 


(By =a-v)0-#y). 


On verra plus tard que, réciproquement, quand on se donne k, 
il existe une fonction univoque sn(u, x) vérifiant cette équation 
différentielle et satisfaisant aux conditions précédentes; puis des 


ae o) , bn 
quantités w,, w3 dont le rapport seul += - est déterminé, le 
i! 


coefficient de ¢ dans ce rapport étant positif, telles enfin que, en 
construisant avec ces quantités les fonctions co, €, la fonction 
sn(u,k) définie par Véquation différentielle soit précisément 
celle que définit de son cdté l’équation 

Wi, os) . 


305. On connatt les valeurs de £y3u, §:3u, §s3u POUR i= O;, 
U = We, U = w; et l’on salt ce que deviennent ces fonctions quand 


snu = 61 — es Eos (=e 
€4 — €3 


on augmente w de w,, We, w3. Il est donc aisé d’avoir les valeurs 
des fonctions snu, cnu, dnu, pour les valeurs de u égales a 
w/e, — €3, Wo/ei — C3, W3\/e1 — @3 et ce qu’elles deviennent 
quand on augmente wu de l’une ou de I’autre de ces quantités. 
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Il convient, pour nous rapprocher encore ‘des notations de 
Jacobi, de poser 


( (1) w1e1—e3 = K, 


(LXXI) fea 
(2) AV 3 = K's 


on en conclut, a cause des formules (XXXVI, ), 


(LXXI) | (3) K = = 33(0|*), 
| K'= — 33 (0} 2), 


de sorte que l’on peut envisager K et K’ comme étant des fonc- 
tions de z; on voit d’ailleurs, sur ces formules, que la partie réelle 


I 


d tpt eeat Mo ciOuEstnocitinctel iy 
u rappor K => ; es oujours posi Ivee que ona 


(LXXI;) OO Se 
Nous n’emploierons pas de notation spéciale pour 


We e4— 63 =— (K+ tK’), 


3 5 oO) . Ae 
Observons de suite que, si w, et se sont réels et positifs, on a 


al 
dx 


K aff ee K’= 
i V(i— a?) (1— Fa?) ofa (i — 2) (1 — K2 a2) 


en donnant aux radicaux le sens arithmétique. 


306. Avant d’écrire le Tableau qui donne les valeurs de sn wu, 
enu, dnw pour les valeurs K, 7K’, K+ 7K’, ou les formes que 
prennent ces fonctions quand on y remplace uw par w+ K, 
u+-tK', u+tK+iK’, u+2K, u+atK’, ut+eK-+arK, 
remarquons que les fonctions snu, cnu, dnuw peuvent étre définies 
au moyen des fonctions J; il suffit, pour cela, de se reporter aux 


formules (XX XIII; _¢), 


u u- 
S ane See 
area) lee aera wae 


e 201 ) ow QS ~ 
Ju+1(0) 
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qui donnent immédiatement 


i u 
ee ces) 


snu = 20, Ve, C36 


(0). d u 
— 2W4 Vea— 63 


y) 


ee) 
hay 4 (0) 204 Ve, — 3 
J2(0) o 

7 sea) 

ne fama nan) 

_ wh 10) 204) €y — €3 
Os ei 

SoVaES 


ou, en se reportant aux formules (XXXVI;, XXXVII,_», 
LXXI,_;), 


(LXXJ) (Cp) Benita = 


(Qe duu = Vk === 


307. Ces formules mettent en évidence ce fait que les pdles des 
fonctions snu, cnu, dnu, qui sont tous simples, sont les zéros de 


m F u ae AS : 
la fonction S, (sk)? c’est-a-dire les points 
u=—tK'+omK+o2ntk’, 


m,n étant des nombres entiers; on voit de méme que les zéros 
de snu, cnu, dnu sont respectivement congrus aux nombres o, K, 
K + tK’ (modulis 2K, 21K’). Elles sont d’ailleurs aussi propres 
que les premiéres définitions a fournir le Tableau de formules que 
nous avions en vue, et qui résultent alors des formules (XXXIV); 
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on parvient ainsi aux résultats suivants : 


sn(— u, k) =— sn(u, k), 
(LXXII, ) : cni(— uk) =. seni), 
Cn (= As) La (ea) 


| sn(u+ 2K) =— snu, 
(LXXII2) en(u+2K)=— cnu, 


dn(uw+2K)= dnu. 


sn(w+a2tK’)= ‘snu, 
(LXXII3) en(u+ 2tK’) =— cnu, 


dn (u + 21K’) = — dnu. 


sn (u+2K-+ 27K’) =— snu, 


(LXXII,) cn(u+2K-+o271K’)= cnu, 


dn(w+2K-+ 97K’) =—dnu. 


| 
| 
| 
| sn(u+ K) = i 


(LXXII;) cn(u+K)=— k'- 


: peal 
dn(u-+K)=k a 


: I 
Sin (4 S8 WU )) Ss Sy 
( ) k snu 


(LXXII,) cn(u+iK’) = — u dn 


dn(u+ 7K’) =—7z 


oy seh ogg eee 
(LXXI-,) en(@ + K+ iK >t ae 


snu 


dn(u + K+ ¢K’)= 7h! 
| cnu 

1] résulte de la que snu, cnu, dnu sont des fonctions double- 
ment périodiques admettant comme périodes primitives les 
nombres 4K, 27K’; 4K, 2K + 27K’; 2K, 47K’ respectivement. 
Les carrés de ces fonctions admettent comme périodes primitives 
Keo 
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308. En posant w= o dans les formules précédentes, on a 
immédiatement ; 


1 


sno = 0, Saket, sn(K+7tK’)= 7; sniK' =~, 
u 

Z beer ek! ry 

ClO air GAIK 6, en(K-+7K)=—r—7, cntK' =o, 

L 

dno, dni Keka OWN US Se ZI es dnzK’= «, 
GND =" Gy sn(2K + a27K’)= 0, sn2tK’ = 10; 
cn2K =—1, ni) Ee) ONG) AW —— Fi, 
dng Kets dn(2K + 27K’) =—1, ob a Genes a 


Ces formules montrent immédiatement que, dans le parallélo- 
gramme primitif 0, 4K, 2tK’, 4K + 27K’, les zéros de la fonc- 
tion snu sont 0, 2K, et que ses pdles sont 7K’, 2K + 7K’; ces 
zéros et ces poles sont simples. Ce fait est mis en évidence sur 
la fig. 1 du Tableau de formules, ot l’on a noté les valeurs de la 
fonction s=sn(u, &) aux points dont laffixe u est mK + nik’, 

OF thy Dy By 
i == Oy city 0 ): 

Les fig. 2 et 3 du Tableau de formules mettent de méme en évi- 
dence les deux zéros et les deux pdles, tous simples, des fonc- 
tions cnu, dnuw dans leurs premiers parallélogrammes ('). 


309. Les formules d’addition résultent immédiatement des 
formules établies pour les fonctions &. Nous nous contentons de 


les écrire : 
snucnadna-—+snacnudnu 


ee) 1— k2sn2u sn2a ‘ 


(LXXIII) enon (sei cnucna—snudnusna dna 


1—-k2 sn?usn?a 


dnudna—k?snucnusnacna 
1— k? sn?usn2a 


(3) dn(u+a)= 


(') La fig. 4 du Tableau de formules se rapporte a la fonction p(u|,,,); 
elle met en évidence le fait que la somme des deux zéros de cette fonction si- 
tués dans le parallélogramme primitif : 0, 2,, — 2,, 20,, est égale 4 — 2u,, et 
que le point o est un pdle double de cette fonction. 
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(LXXIV) / (2) 


(5) 
(6) 


(LXXIII) 


(7) 
(8) 
| 


(9) 
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sn2u'— sn?a 


sn(u-+-a@) sn(u—a) = T—k2sn2u sn2a- 


cn2a — dn?asn2u 


cn(u + a) cn(u—a@a)= eee ee 


dn2a — k? cn2a sn2u 
1—k? sn2a sn2u 


dn(u-+ a)dn(u—a)= 


2snucna dna 


sn(u-+-a@) + sn(u—a)= ap ECE 


2snacnudnu 
2 
1— k2 sn2u sn2a 


sn(u+a) — sn(u—a) = 


2cnucna 
bf 
1-— k2 sn2usn?2a 


cn(u + @) +cn(u—a) = 


—o2snudnusna dna 


en(u +a) —cn(u—a) = ELE TES 


2dnudna 


dn(u + a) dn(u — a) = ————__, 
Cur ( ) 1— k2 sn?u sn?a 


—ok?snucnusnacna 
3 — k2 sn2usn2a 


dn(u+a)—dn(u—a)= 


310. Considérons, par exemple, la formule (LX XII; ) : le pre- 


mier membre est nul si la quantité sna est nulle ou infinie, c’est- 


a-dire si l’on a 


a=2mK+m'tkK’, 


en désignant par m et m! des entiers quelconques, ou si l’une des 


quantités enw, dnw est nulle, c’est-a-dire si on a 


u=(2m+1)K+m'iK’. 


Ce premier membre d’ailleurs ne peut étre nul que dans l’un 


ou l’autre de ces cas. 


On conclut de la que toutes les solutions de Péquation 


snzvz = sn@ 


sont données par les formules 


B= a+4mK+om'ik’, 


L=—a+(4m 2)K+am'tK’. 


On trouve de méme que toutes les solutions de P’équation 


cney = cna 
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NI 


sont données par les formules 


Ha+4mK+ 4m'tk’, 


c= 
w= Ha+(4m+2)K+(4m'+2)tKk’, 
et que toutes les solutions de I’équation 
dna = dna 
sont données par la formule 
@=bha+omK + 4{m'tK’. 
En particulier, les solutions des équations 


I 


Sge == SSK, snz = + 7, 
u 


Give == S=ai, Chige = "Se= 7 


sont égales deux a deux. 


3411. Supposons w, et 2 réels et positifs. Si on se reporte 

U 
aux formules qui définissent & et k’, en se rappelant (n° 121) que 
\/é2— es est un nombre négatif tandis que Viele os Vei— ey 
sont des nombres positifs, on voit que k et k’ sont positifs, 
plus petits que 1; K et K’ exprimés au moyen de k?, k'? par les 


formules 


1 
dx 


K a = 2, 
i Va — 2) — Ra?) 


ee AER es 
: =f VG—@)U— ka) 


sont réels et positifs. 


Si w est une variable réelle, les formules qui donnent sn w. 
enu, dnu, sous forme de quotients de S montrent que ces fonc- 
tions sont réelles. Si w reste compris entre o et K, aucune des 
dérivées ne peut changer de signe : les fonctions varient donc 
toujours dans le méme sens; snu croit de oar, cnw décroit de 
1a0,dnude1 ah’. Il convient de remarquer que la fonction 
dnu, quine s’annule et ne devient infinie pour aucune valeur 
réelle de w, reste positive pour toutes les valeurs réelles de w. 
De méme, quand u croit de K a 2K, les dérivées ne peuvent encore 
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changer de signe; snu décroit de 1 ao, enu décroit de oa —1, 
dnu croit de k’ a1. 

Ensuite les formules relatives a l’addition de 2K montrent 
comment les choses se passent dans l’intervalle (2K, 4K). 


. - : . I . 
312. Lorsque w= iu’ est purement imaginaire, 7 sn(cw') est 


une fonction réelle de w’ ainsi que cn(zu’) et dn (tw’). Les dérivées 
par rapport a uw! de ces fonctions sont respectivement 


en(iw') dn(zu’), : sn(tu') dn(zu’), ksn(tu') en(tu'); 


elles ne changent pas de signe quand w' croit de o a K’; dans cet 
. I Wake . ° 

intervalle = sn(zu’), en(zu’) et dn(zu') ne peuvent prendre que 

L 
des valeurs positives puisque ces fonctions sont positives pour 
I . P . I “oy 

u'= o etne peuvent changer de signe; on voit donc que 5 sn (zu') 
croit de o 4 +, et que cn(iw’) et dn(zu’) croissent de 1 a +- 0. 


dn( zu’) 


D’ailleurs, quand wv’ tend vers K’, le quotient — 
cn( zw’ ) 


tend vers k, 


dn (iu") 


1 — k?2 sn2(iu' 
cane) tend vers k? et que — 
cn( vu’) 


RE Saeed reste 
1 — sn2(tw') 


puisque son carré 
réel et positif. 
a : sn (tu! ; ; A 
Lorsque w! croit de K’ a 2K’, Be en(iu'), dn(tu’) crois- 


sent de —cw ao, —1 et —1 respectivement. 


313. Enfin la formule 


sn(a + bt) —sn(a— bt) = 2 SUAVE Gud 


1— Kk? sn2asn2(bi)’ 


ou a et b sont supposés réels et ot le dénominateur-du second 
membre est par conséquent réel, montre que sn(a + 67) ne peut 
étre réel que si b est un multiple de K’ ou si @ est un multiple 
impair de K. Si 6 est un multiple pair de K’, en effet, le facteur 
sn(bz) est nul; si 6 est un multiple impair de K’, sn?(bz) qui 
figure au dénominateur est infini et le second membre est en- 
core nul; si enfin @ est un multiple impair de K, cna est nul. 
D’ailleurs, dans ces différents cas, sn(a + 62) est réel. En parti- 
culier, on voit que snu est réel quand le point wv va en ligne droite 
deoaK, de Ka K + 7K’, de K+ iK’ acK’. Le point wu décrit 


alors trois cétés d’un rectangle; pour le premier cété snw croit 
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‘ 
de oar; pour le second de 1a z3 pour le troisiéme de ; a +o. 
Enfin, si snw est réel et positif, les formules du n° 310 donnent 
toutes les valeurs de uw, en y supposant que « soit représenté par 
Pun des points de la ligne brisée précédente. 

De méme pour les valeurs réelles et négatives de isnw et le 
quatriéme cété du précédent rectangle. 

Les autres fonctions cnu, dnuw donneraient lieu a des obser- 
vations analogues que le lecteur n’aura aucune peine 4 faire de 
lui-méme. 


314. Les fonctions 3 et leurs quotients ont été envisagés par 
plusieurs géométres; elles se présentent souvent sous d’autres 
formes qu'il nous reste encore a faire connattre. 

Comme l’a fait observer Kronecker dans ses Cours et dans 
plusieurs de ses Mémoires, la fonction doublement périodique 


“1(¢ | 7) 
S,(¢ |) 


s'introduit d’elle-méme dans quelques questions importantes 
d’Arithmétique et d’Algébre. 

Kronecker désigne par fonction elliptique El, la fonction de 
deux variables ¢ et 7, 


_ 3129 | 27) 
(LXXV,) El (+, =) = Soa 


TA(C2C | Dic9) 


En tenant compte des formules(XX XIII, ,2),(XL2),(XXXVIL,), 
on voit que cette fonction est liée aux fonctions doublement pério- 
diques précédemment définies, par les relations 


(LXXV,) EL (v3) = 5 Vea 6 Ver— es boa 2419), 


| BI(e, 5) = VE sn(4Ke, &); 


I u G 
sn(uk) = BI (> =). 


Vk 


(EXXVs) 


Hess Re 


; : oa I ’ 
Pour les valeurs particuliéres o, nas de l’argument 9, on 
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aimmédiatement 


| BI (o,5) =o, BI (3. 2) =o, 
2 i 3 

a fitsiake 4 ae 

Ee PVE Bh a ae 


Les deux relations 


Cex, 


yy) (2RmaN SH == 0nd) 
i 2 795) » Si(92e ne 7s) 


— ym HO) (ym (218), 


Dy D> 


Eee or (0+ 5) Ji (?) I 
El ( + = . ees) Dy = A 7 by 
a (e+ 5) 1( 4 Bi (2, =) 
2 a 


ou m,n sont deux entiers quelconques, se déduisent sans peine 
des formules (XXXIV). En supposant m pair et en remplacant ¢, 
Mm, 7 par 2~, 2m, 27, on obtient les relations 


(5) El(e+m+nct,t)=El(¢9,7), 
(LXXV) ! 


T ; T 
(6) El (e+ <, 2) > Gey 


dont la premiére met bien en évidence la double périodicité de la 


fonction El. 
En remplacant sn(u, £) par sa valeur 


on peut mettre la relation 


enu dnu = BENT = /(t— sn2u) (1— k2 sn2u) 


du 


ari (e, =) 
cnudnu = —~ =(/1—pEP Els *), 
udnu i VEK ee =1/ I—p (°, =) 4 («5 


sous la forme 
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ou l’on a posé (") avec Jacobi 


(LXXV;) pak+ts 


la formule d’addition de la fonction elliptique El (¢,5) s’en 


déduit facilement : si 2, y, z désignent les trois fonctions 


2 =El(»,=), y= BI (w,5), =H (o+,*), 
2, 2, 2 


BY t= oy2+ yt wey i Ee al 


ona 


(LXXVg) 1 ss 


315. En terminant ce paragraphe, indiquons, relativement aux 
fonctions S, d’autres notations qui ont un grand intérét historique, 
qui sont souvent commodes, et dont nous aurons a faire usage. 

En conservant aux quantités K et K’ la signification donnée par 


les formules (LX XI;_,), posons 


UC Cae S, 


iS) 


a 


(LXXVI) 


(sK)” 
(a) a(x) =2( > 
(sx) 


(3) Ga) =. 


ie) 


(4) Gre) =% ( 


Les fonctions snz, cnz, dnz s’expriment trés simplement au 
moyen des fonctions H(x), H,(x), O(x), 0,(#) du méme argu- 
ment z. Ona 


2 otal H(z) 
SI Waa WE O(a)’ 
VE T(x) 

LXXVI 
( ) (@O) Cie = VE Bln)’ 
zi 91(2) 


(7) daw = vk O(a) 


Les fonctions H(z), @(x), Hi(x), @,(#) jouissent des pro- 


(*) Ofuores, t. I, p. 266. 
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priétés suivantes, qu’on déduit immédiatement des formules 
(XXXIV) 
( A( ae oemK) = A1)" (a), 

O(r7+2amK) = O0(z), 

H,(7 + 2m) = (—1)" Hy(2@), 

0,(7 +amK) = 0,(z); 


(LXXVII,) 


| H(@+amtK') =(—1)"A H(z), 
O(x+amik’) =(—1)”A0(z), 


(LXXVIIy) j Hi(e@+2mtK’) = A(z), 
@, (@+2miK’)=A®,(z), 


K’ (der & 
m2 —mT — 


Nee K K 
Gea IY = 18hi(e), 

er cess = 70). 
(L (I) H,(7+K)=— H(z), 
LO @+-K)= @6(2); 


| H(w@ + ik’) = 7B@(z), 
OCr = UK") = TRC), 
(LXXVII, ) / Hi(w+tkK’)= B(x), 
0, (2 +iK')= BH,(zx), 


mm Ke T Zt 
| Penge ik 2 


m étant un entier quelconque. 


316. En se reportant aux formules (XX XIII,_,), on a immé- 
diatement, en remplacant la lettre w par la lettre z, 


v Mme Hi) 
GIs) are = G K Ver 3 A(a)’ 
; H’ 
(2) (A) a Bea Vaan Hy 
(LXXVIII) oe ae ee 
: peed es 1 
Oh Seem) mi aealarey 
v _ me 0'(@) 
Nous poserons aussi 
(LXXIX, ) Taye 
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ona alors immédiatement les relations 
(LXXEXS) Z(a@+-2K)=Z(2x), 
ADONDS) Z(@+ ik’) =Z(x)— 


317. Crest ici qu'il convient peut-étre d’expliquer la diftérence 
entre les notalions que nous adoptons et celles de M. Hermite. 
Dans la plupart des Mémoires de Villustre auteur et, en particu- 
her, dans son Cours autographié de la Faculté des Sciences, 
K et K’ désignent des quantités quelconques assujetties seulement 


! 


a ce que la partie réelle du rapport K Solt positive; il pose 


alors (') 
K’ 
Las 
Gane rs 
byes TOL hj. STL Te eS 1? 0 
El G\= sin — —2 9sin —— +2 25 sin See 
(2) vq 2K vq 2K vq 2K ; 
(a) T 2 : RL ’ 31a 
2)=1—2g C98 -— + —- 2g* cos —— — 29% cos —— + 
eee K q K 
hj Tx — 3TH 4j/— UL 
Ga) = cos —- +2Vq% cous — +2Vg%5cos —— +... 
12) vq 2K v9 2K vq »K ? 
Tae : 2Tx aye 
01 (2) = 1-+ 2g 608 4 pe 2? COS pee 2g? COS es Ea. 


Les quantités K et K’ de M. Hermite étant quelconques, on 
peut, sans inconvénient, les identifier avec celles que nous dési- 


Q) . . ° 
gnons par , et si l’on adopte cette convention, les fonctions 


H(z), O(z), H,(x), 0,(x), avec le sens que leur donne M. Her- 


mite, sont respectivement 


H(z) = 3,(= ), O(z) =S:(- 
) 


oe So 
Hi (v) =32(-), @:(2) = (= 
M. Hermite pose ensuite 
1 H(z) VK H(z) = 81( 2) 
See ; =p5 DEVI? : 
sna Jk Oz) cng Jk 9(2) , ne =). az) 
T. et M. — II. 
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les fonctions qu’il désigne par snz, cna, dna sont done 
celles que nous désignons respectivement par sn (a vei — é3), 
cn (x vei— oi dn (a Vets) Au surplus, pour M. Hermite, 
~~ admet pour limite, quand z tend vers o, la quantité qu'il 


désigne par w, savoir : 


Vk 9(0) 7 20,Vk J4u(0) 


t cor 
eGo I J',(0) Vener 


318. Briot et Bouquet emploient les notations 
Mee 1 (Z), 1-9 (a7) 


avec le sens que M. Hermite donne aux symboles snz, cnz, dnz. 
Leurs notations s’identifient avec celles que nous avons suiyies, en 
supposant que les quantités qu’ils désignent par w, w! soient celles 
que nous désignons par 2W,, 23 el en posant 


h(x) = sn(Ve,—e32°)) 
P(e) = cn(i/e;— 32), 
v(a@) =dn(V/e,— e327). 


349. Si, au lieu de laisser les quantités K, K’ indéterminées, 
on suppose K et K’ définies comme fonctions de la variable & par 
les deux intégrales 


: dx 3 dz 
K= ) Ke —_—______, 
ff VO—27) (=a?) ae = 


si l’on pose ensuite 


als 
Of SE MS 


et si l’on entend alors par H(z), O(2), Hy(2), ,(x), les quatre 
fonctions définies par les relations 


H(z) = (3) =2Va sin 2 —2 Vg? sin Kobe 
O(7) = 2, (sx) =1-29 cos + 2q* cos = — 
Ui(2) = 22 (Se) =2 V7 cos = 2 go 6K ; 
Cr Ce)\= 2. (sx) = 1r2 9 008 2 + 2q* cos . =} 


LES QUOTIENTS DES FONCTIONS 9 ET DES FONOTIONS S. 19) 


ces quatre fonctions sont précisément celles de Jacobi (!). Le 
lecteur verra plus tard, aprés avoir étudié le probléme de Vinver- 
sion, que le sens que nous avons atlaché aux symboles H(2), 
O(x), H, (2), 0, (2) au n° 315, sens auquel nous nous atltacherons 
dans tout ce qui suivra, est identique a celui de Jacobi. 


III. — Transformation linéaire des fonctions elliptiques. 


320. Si l’on suppose Q, et Q; liés 4 w,, 3 par les formules 
Q,= av,+ bus, Q3=¢cw,+ dws, 


ot a, b, c, d sont des entiers liés par Ja relation ad — bc =1, les 
fonctions fo4(u 


2,, 23), &gy(w|2,, 23) s’expriment immédiate- 
ment au moyen des fonctions 9x(w| 1, 03), Err ( ew | 1, 3), 
ot a’, B’, y’ désignent comme a, 8, y les trois nombres 1, 2, 3, 
rangés dans un ordre quelconque. Reportons-nous, en effet, au 
Tableau (XX,); ce Tableau permettra de déterminer, suivant les 


valeurs de a, b, c, d, les valeurs des indices 4, », v tels que l’on 


ait (XX;) 


J (Uu| Q1, 23) = F(U| v4, ws), 
J, (U]Q1, 23) = Fy (U| 4, ws), 
2(U| 21, 23) = Fg(U| 4, ws), 


O3(U| Q1, 23) = Fy(U| 4, ws), 


et il est clair que les douze fonctions E formées avec les demi- 

périodes @,, @,; ne seront autres, dans leur ensemble, que les 

douze fonctions & formées avec w,, W3; mais les indices des fonc- 
} ? 

tions égales ne seront pas les mémes, sauf dans le cas 1° du Ta- 


bleau (X-X¢). 


321. La substitution d’un couple de périodes équivalentes af- 
fecte un peu plus profondément les fonctions snu, cnu, dnu, a 


cause du facteur Vey — e,; qu’affecte aussi cette substitution. 
Reprenons les notations du n° 187, et désignons encore par 


(*) Comparez la lettre d’Hermite a Jacobi, Werde, t. I, p. 97 et 98, ot l'on 
trouve pour la premiére fois les symboles ©, et H,. 
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/, U les quantités k(r), k'(r), de sorte que l'on ait 


Vis—es _ 33 (0/7) _ 


ge ms een 
(LXXX) eH Vee ect es () 
Cine Vai Bs _ 92018) _ ys (5), 


fi, — E3 m9 J3(0|T) 


Posons aussi 
3 io ii — E3, 
(LXXX) @) : Ne s 
(4) tL’= Qs \/Ej— E3- 


On sait, dans chacun des six cas du Tableau (XX,), exprimer 


Ei — 3 au moyen de \/e.— é3, V/e; — e3, Ver — €n; On pourra 
donc exprimer L et L’au moyen de K, K’, k, &’. Le Tableau (XLVI, ) 
donne, d’autre part, les valeurs de o(r), ¢(r) au moyen de (cz), 
v(t), et, par suite, les valeurs de / = o'(r), Y= 4 (r) au moyen 
enka 04 (chee (eye 

Plagons-nous dans un cas particulier, par exemple dans le cas 
o> du wablean: (XX,),;0u N=13,) a= SY at ee oO ee 
¢=1, d=o(mod.2). On aalors (XX,) 


b+d—1 

VE2— Es = i(—1) ~~" fer— es, 
b+1 

Vii — E3 = i(—1) ? Ver— €3, 
a+b—1 


VE, — E2, = U(—1) a Ves— és, 


et, en consultant le Tableau du n° 187 ou le Tableau (XLVI, ), 


_ed ab 
Cem) eke i= (—1)? &; 
on a donc aussi 


L=i(—1) ? [aK + 6iK’), 
bot 
tL’= i(—1) *? [eK + aiK’]. 


D’aprés la formule (LXVII,) et en tenant compte du Ta- 
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bleau (XX,), on a d’ailleurs 


u 
W1, W 
VE1— B3 cers gs | 
ese? 
an 


é 7 b+1 e 
Oa el us ee 
(PVR OCC} 


dou finalement en distinguant deux cas, suivant que l’on a 
b=-+1 ou que l’on a b =— 1(mod. 4), et en faisant usage des 


formules (LXVII,_., LXXII,), 


On trouve de méme, dans ce cas 5° du Tableau (XX¢), 


GING 7 
ch= 

L 

dn = 
ohne Ue é 
ens 

L 


Ce cas 5° présente un intérét particulier. I] donne les formules 
qui permettent de passer du cas ou argument wu est purement 
imaginaire au cas ot l’argument wu est réel; & est alors remplacé 
pari he. 

On observera que les fonctions sn(w, k), sn(w, 2) vérifient res- 
pectivement les équations différentielles 


ae = (iy?) (1 ey), 


es (iy) Lb (1k?) V2 | 
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On est ainsi amené a cette proposition, que le lecteur vérifiera 


sans peine : Si une fonction o(u) satisfait a la premicre de ces 
équations, la fonction 


satisfait a la seconde. 


322. Les calculs se font, dans chaque cas, avec la méme faci- 
lité. Les résultats sont consignés dans les deux Tableaux qui sui- 
vent, que nous avons séparés pour la commodité de impression : 
ice /i— E3 
Min een 
par lequel il faut multiplier aK + dc:K’, cK + diK’, pour obte- 
nir Let 7b’; le second donne les expressions de sn(w, /), en(u, 2), 


le premier donne les valeurs de /, /’ et du facteur 


dn(w,@); chacun des six cas des deux Tableaux correspond aux 
six cas du Tableau (XX¢). 


1 Via 
l Us = : : 
i Ve,—e, 
cd __ ab a—t 
Te (—1)2 k (—1) 2k (—1) ? 
cd ab d—1 
coy al 
De (—1? = (—1)? 5 (—1) 2 F# 
7 cay _ wb k' ges 
( LXX Xs) 30 (aie p (21) 3 - =) Bk 
Z ee I a k Z oak ; 
e | (nts (FF i(—1)* k 
_ed a bet 
be (—1) 2%! (—1)2k i(—1) 2 
LY eae oe es 
6° (—1) 2 ne (—1) 2k u(—1) 2 k& 
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sn(u, l). cn(u, Z). dn (wu, CZ). 
he snu cnu dnu 
| 
oe u 
Qi = cue I 
- see k' 

» k in & 
| u u Oht== 
| dn — dn — k' 
k k 
| u u u 

3 ase dn — che 

k fe 
(LXXX6) u u 
sn —— dn =, I 
- eens tk 
4 tk u 
= u u cn 
CO) UR 
tk’ tka 
u u 
sn I dane 
ea ane t 
52 t u 
cn = u 
cn = (A (Gy i 
| t t 
} 
| u u 
sn I cn = 
| : tk tk 
Haba 82 tk u 
u dn — u 
dn — tk dn — 
tk k 


On observera que dans les deux cas 1° et 3°, c’est-a-dire 
lorsque c est pair, la fonction snw se transforme en une fonction 


de méme nature. 


323. Lorsque ¢ est un nombre pair, on voit sur le Tableau 
(XX,) que v est égal a 3 et sur le Tableau (XLUs) que ie 
et que, par suite (XLII,), ona 


cd 
sige Crt ail 


On a donc, en divisant membre 4 membre la premiére et la 
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quatriéme des formules (XLII), 


Si;(viirty Sie 
S Si 


T ) POE a | 
= ( (ee 
L( 9 
+ 


t ) 


Dans les notations de Kronecker, cette relation se présente 
sous la forme 
cd 


xf 7) GAS 0% , (/e t\ ———e-d+1 
El ( - , ~) = EI alee . 
244267 24+2b7, yD 


En posant 


a= 4%, No = (6. ¢=2Y, a=, 


et en remplacant ¢ et t par 2v el 27, on a donc 


El ( ~, TES) _ gio, 2) etreey48-1, 
Coate (ie ed a [hie | 

ota, B, y, 6 sont quatre entiers dont le second B est pair et qui 

sont liés par la relation 46 — By =1. Cette formule est d’ailleurs 

équivalente a la suivante : 


(LXXX;,) El [($ — Br), rT] = El (0px) i-Oy42748-1, 
ot Von a posé 
ne Vist= Ot : 
~ a+ Br’ 


c’est la formule de transformation linéaire de la fonction ellip- 
tique El, pour 8 pair, sous la forme dont Kronecker a fait usage. 


Iv. — Transformation quadratique des fonctions elliptiques. 


324. La substitution aux deux demi-périodes w,, w3; des deux 
demi-périodes 


Q,= aw,+ bus, a cw,+ dws, 


lorsque a, b, c, d sont des entiers et que le déterminant 
ad — be =n est positif, dépend de la multiplication d’une pé- 
riode par n et de substitutions a déterminant + 1. [1 nous reste 
donc a faire pour les fonctions €, sn, ... ce que nous avons fait 
pour les fonctions ¢ et S (n° 130 a 145 et 242 a 270). Les résul- 
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tats se déduisent, par de simples divisions, de ceux qui ont été 
établis dans ces mémes numéros. Comme alors, nous traiterons 
WVabord du cas ot n= 2, puis de celui ot 7 est impair. 

Dans le premier cas, pour ce qui est des fonctions §, nous 
nous dispenserons d’écrire les formules qui résultent immédiate- 
ment des Tableaux (XXIT) 4 (XXV); nous nous contenterons de 
considérer les transformations des fonctions sn, cn, dn et nous 
nous servirons pour cela des formules relatives aux fonctions 3 qui 
sont un peu plus avantageuses. 


325. Rappelons d’abord, parmi les formules (XLIX), les sui- 


vantes 
eons i ee 2 Ue) 


TE UE(s)’ ope UF (t)” 
na ne 1— o*(t) roy aa Viel 2o2(t) 
: (=) DP okie)? af (=) ~ 1+ 64(c)’ 


et obseryons, en passant, que les deux derniéres se déduiraient 


a 


me I PAE ers 
des deux premiéres en changeant t en — ae On en déduit trés ai- 


sément 
Vi EUR) ey ays Pet 
VIAVG) = Vin P= yo LOE), 
(XL) | Vit otny=Vitk=yo a ; 


si, dans les derniers membres, on regarde \/2 comme un nombre 


positif, ces formules définissent les radicaux \/1 + A’, V1 — K, 


Vi+k, /1— k comme des fonctions univoques de t; en d’autres 
termes, ces formules fixent le signe de ces radicaux qui appa- 
raissent dans diverses questions de la théorie des fonctions ellip- 
liques, et que nous prendrons désormais avec cette signification 


précise. Il est bien clair que, si - est réel et positif, les radicaux 
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doivent étre pris avec leur sens arithmélique, puisque les der- 
niers membres sont alors manifestement positifs. 

Il convient d’observer que l’on a, en adoptant cette détermina- 
tion des radicaux, 


Vik Vie See WW Tak eh kee 
la premiére de ces relations, en effet, si l’on se reporte aux défi- 
nitions, équivaut a l’égalité 
OH (G)IUK OT a2 on (Oic)), 
qui résulte trés facilement des formules (XLIX;_¢). On a aussi 
VaVi+k (re KSi tk Kk, 


puisque les carrés des deux membres sont manifestement égaux 
et que chacun des deux membres définit une fonction analytique 
de t ayant une valeur réelle et positive dans le cas particulier ot 


45 A oe 
- est réel et positif, 
L 


Les formules qui définissent \/1 + 4’, \/1 — é’, ... donnent, in- 
versement, 
Vik io 
2(et)= ts W2(a7)= 72. 
a vitk Vi-k 
o(fjavi4, w(2) = ee 
2 Vizek \ 2 Vieak 


326. Placons-nous dans le cas ot aux demi-périodes ,, w3 on 
. . ry Ww L 
substitue les demi-périodes a w33 7 est alors remplacé par 27 el 


si Von désigne par Vl et Ju les quantités ©? (27) > va (27) qui 


remplacent Vk = 0 (pel Ve= ¥? (7), on aura, d’aprés ce qu’on 
vient de dire, 


(LXXXI) ee 
Gis ae 
yea A 


ou les signes des radicaux, fixés comme on l’a expliqué, sont 
assurément tels que les valeurs de V//, \// coincident respective- 
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ment avec celles de 


Ss(0|27) J,(0| 27) 
S3(0| 27)’ S3(o0]2t) 


327. Si l'on désigne maintenant par £,, £3, Ei — Es, les quan- 


tités qui remplacent e,, e;, Ve, —e,; et par L, L' les quantités qui 
remplacent K, K’, savoir : 


W, 
“1, ws); E, + Eo+ E3=0, 


(LXXXI) ‘ ‘ 
f pie iy ers 
(4) L ; Li = 2, K Ibis 
et, si l’on pose 
gee 
(USK) ieee eee 
1D 3.93 


on aura 
L 2A(o a7) 


Keo Mn Seo) 


et, par suite, en appliquant la formule (XLVII,), 


‘ ; ie ; 
&3(0] 27) = + [53 (0|+) + 92(0|+)] = ~~ 33 (0), 
il viendra 
Rene sea lets Maren og 1K 
ED be Ke 
(LXXXI) ( K! 
[(4) VaG+eyK’= =. 


328. La formule (LX XI,) donne ensuite 


u 
5, a 


sn(u, 2) = — : 


Vl sr 2) 
Sj ance 
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{n appliquantles formules de transformation (XLVII,), on a donc 


mais, en vertu de la valeur trouvée plus haut pour L et des for- 


mules (LXXI,_s), on a 


Slee ies 
SNC OI a5 23 I+k 
ie i I. =k mee 
“4 cc. aay e I+ kK 
donc 
Sipe ent 
EHO Ne k r+ k’ 1+ k' 
vl % Rrgecees 
i+ k' 


Comme nous venons de voir (LXXXI,) que fest égal ar +4’, 


vl 


u u 
io} ae 


(LXXXII,) sn(u, 2) =(1-4 K) I+k  1+k 


u 
o—— 
1k 


on a donc enfin 


On est amené ainsi A cette conclusion : si la fonction {a 
vérifie Péquation différentielle 


a =(1— u?) (1— k2 u2), 


(1+ kp (42) (/i-f Gesa 


la fonction 
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vérifiera ’équation différentielle 
canes (1— wu?) | 1 ee wD 
du2 ) pe : 
et c’est ce que le lecteur constatera en effet sans peine. 


On trouve de méme, en tenant compte des formules qui 
donnent Jl, vi en fonction de X& et de f’, 


Nae ar a Wine ede 
Dna Be: dnt k a (1+ kA’) sn a i 
) ae é ae ee u : 
(1— k’) dn ; dn ; 
mage I+k t+k 
(LXXXIT) 
dn eae f= (= ene 
a RR pee tae t+ k' 
(3) (4, l) = SA nae = CE : 
ee) te i+ k’ 


La transformation que nous venons de considérer est dite 
transformation de Landen. 


; o) c 
329. Le cas ot l’on remplace w,, 3 par w,, ae ou 7 par =) se 


traite de laméme fagon au moyen des formules (XLVIII); nous 
nous contenterons d’inscrire les résultats. 


Si l’on désigne ici par V/A et \/X’ les quantités oe (5) U2 G) 
et parr,, E, les quantités (XXIV;); si enfin l’on pose 


So ne 
(3) A= 0,78) — 8, = > 3} (0 


(LXXXIII) re 


Dalen 
Es Bg 3 KY 
CLEXKIUS) ua a 
ye, — Bi 
on aura 


(LX XXIII) 
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et 
S70 |e) eed 
(LXXXIHI;) M= ‘ ay 
dou 
(3) A=G4h)K=—, 
XI 
(LXXXIII) rai eae: 
CU eee ns — 9M 


330. On aura aussi en faisant usage des formules (LXXI,_ 5) 


u 


2 seg 2 
(1) Sn ea) 
1+ksn? 
Itk 
u u 
SAS eG? aay | 
(LXXXIV ) HS. omen Cte) —= > 
yt+ksn? 
+k 
p= A sn? — 
(3) ne) 
1+ sn? 
r+k 


Il est a peine nécessaire de faire observer que l’on peut parve- 
nir au méme résultat en exprimant d’abord les trois fonctions 
ellipuques sn(w, A), en(u,d), dn(u, 4) au moyen des fonctions 
sn(u, A), en(u, ’), dn(w, X’), ce qui est une transformation li- 
néaire (cas 5° des Tableaux LXXX,;_,); puis Jes trois fonctions 

l / / ‘ : Uu ma 
sn(u,d’), en(u, d’), dn(u, X’) au moyen des fonctions sn (fe k ) 
u u . . 
en (——,» k'), dn (——,, k’), ce qui est une transformation de Lan- 
I+k I+k 


: : . u u : 
den; puis enfin Jes trois fonctions sn (——,,; hk’), en(——,; k’), 
(+k 1-+-k 


xX 


u A . Lied. u ; u , 
dn (ye k ) au moyen des fonctions sn (— I) cp (eae kK) 


u : : Sones 
dn Ee k), ce quiest une nouvelle transformation linéaire. 
14 


La transformation précédente est dite transformation de 
Gauss. 


301. Les formules de transformation quadratique des fonc- 
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tions S, a l’aide desquelles nous venons d’établir les formules de 
Landen et de Gauss, permettent aussi, comme l’a montré M. Her- 
mite (1), d’obtenir des développements pour les fonctions ellip- 


tiques sn, cn, dn, dont l’importance a été mise en pleine lumiére 
par Villustre auteur. 


Les formules 
Sir) S2(e) = 5 Ji (2° | 27), 


33(¢) 3, (¢) — £0 J, (29 | 27) 
q1 


Ti(v) 5, (0) cS 2 qd i (o 


1 
Sa(v) B3(0) = 22 gir (° 


Saw ep he 1.0 Gon ale 
J2(%) J,(¢) aad e 2 (¢ 


dont les deux premiéres sont identiques 4 deux des formules 
(XLVII;), dont les deux suivantes sont identiques a deux des 
formules (XLVIII,;), et dont les deux derniéres se déduisent des 
précédentes par le changement de t en 7-++1, donnent immédia- 
tement, par de simples divisions et en tenant compte de la défini- 
tion des fonctions 9(z), ¥(z), d’une part, les relations 


a u\e uw u {t+ 
1 2 (sk) (sx) eth 1m 2 ) 
ee 7 ih u Pag lao oye Aaa 
Gees Se ale or poe (Oy fers S as 

(7k) % (se) a (K ae | 

og (fw |tHt 

ot I Pes Kel eo 

sig ® ? 


(‘) Comptes rendus, t. LVII, p. 995, et dans son Mémoire : Sur quelques for- 
mules relatives au module dans la théorie des fonctions elliptiques (Journal 
de Liouville, 2° série, t. IX, p. 313). 
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u u 
el ( ) ( ) Lt By 
Pema ge i) NDR Vegi ( 
k 


AT ¢ 
=) Fs 


ih \l ae 
ees cal 
Y20(t) s ae | 


pi (i - 

9 
Se ee) u eat : 
(GR ) 


b 7 4 
oi as 


8 8 


= = = — = q e 
MEST OED cs En casei: eae 
ota) Gk oe 


Mee u 
2K K 
k g (4% \> fu Vk S u 
(4 71 (5k aa ieae 
ee hale 
ay alt: >=) 
©? 5 “|c\’ 
“*\oK :) 
=(H)%() py eld 
dnu = Vk ue ZS Sk tees 2K 
a, 31 ( —- : a pa 
2K 2K oe ed «e 
be ort u =") 
z ares 
Beads NSS 
a te rae 
\oK]o 
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Par un groupement convenable des termes des _ séries 
(XXXII,_,) qui définissent les fonctions S,, S2, 53, S,, on peut 
déduire de ces six relations les développements donnés par 
M. Hermite. 


. ie Se 
En remarquant que, si l’on change < en - 


5? g devient il@? 
on a, par exemple, pour le développement de la fonction 
cS u eam U . t SEN) 

J1(—— qui figure aux numérateurs de la premiére et de 
2K 2 


la derniére des six relations, 


! N24 1\2 
u coal Z n+;) 5 (+5 5 TU 
w1( —- = s Rye BY Ope 2) sin(2r +1) — 
2K 2 2K 
= 0 
Ti 2 kn(n+1)+4 0 
ane . ti ae a * T 
=2e8 > (et a es sin(2n +1) sk? 


n=0 


ou, en séparant les termes de rang pair et ceux de rang impair, 


VS —) 


Ti 1 
c Eh N45 all Ay, -2V(2v-+-1) vQv41)4-5 oy TU 
J, ( —- = Hee > RO SET 2 eK) i) 
RIN 9 2K 
Vi==0: 
Vis= 100 
2v(2v—1) _ v(2v Fist TU 
- 2V\i2vV— PR ot ° , 0 f 
= t 8 sin(4vy —1) — 
y 1 ( aK 
ewes | = 
1 ae <u 
= aD oe Vig vievaet reins a 
= 2€ == e sin( {y+ 1 ; 
q (Ce) a] aa 


v 


ot dans la derniére somme indice y prend toutes les valeurs en- 
tiéres de —oo a + 00. 


On a ainsi Jes développements 
Vv 7Vl2V+1) sin (4 ) gee 
— \ sin v= £)— = 
1 > ( ») 2 a 2D: K 


v 
a ae TU 
y Gee a 
¥ 


, qr 2vt) sin(4v +1) “gd 

[ : ss 
a7] 

——— V¥2¢8 


93(7) > rq" cos(4v 1) 


Vv. 


? 


T. et M. — II. 
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Uu 


V2V+1) cos(4¥ +a 
rd (4 i aK 


| = oad \ 

chu = y(t) V2 u = 
o(+) Seve mu 
ay: (—1)¥q2¥ COS 2¥ 


Y) 


TU 


g WVQv+1) sin(4yv + I) K 


~ TU 
x, qyevr") cos(4¥ + 1) aK 


y( uw 


darn =v(t 
TU 
Soveeicnens 
DG, Sink 
— U3 a Y 
. ( ) Tb 


wy a 
qu Y+1) sin (4yv Us 


v 


332. Pour uw =o, les développements de cnuw et dnuw donnent, 
en prenant préalablement les dérivées par rapport a uw des numé- 
rateurs et dénominateurs des derniers membres qui se présentent 


sous la forme }, 


te Pa 
a7 3 


! Va eye 
ee UK Gs ) Yr@e p he (Tt) V2 28 ; 
o(t)  o8(t ) 
T Sore i R749 ) qv2ven 
pres Sev Gy+ ngveren 
pee (-) : Sat (ec) Z ——}; 


De (—1)" qvivtl) 3 (4v-+1) Qyeven) 
y v 


on a donc, pour les fonctions modulaires 9(7), 4(z), 9? (7), Y3(t), 


f_.. - V gV(2v-+1) 
ane 


Vk = 0(*) ) 


Ks ane kas 


les développements 
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> (— 1)Y qviaveu) 
VE =te)= — , 


: Queyv) 


Y/ 
» (4y +1) giv@v+ 
3 


VIB = @'(2) = V8qgs — 
(- 1)¥ (4v¥ +1) g¥2@¥+)) 


v 
Ye (4y + 1) qvev+t) 
vi} 


VES = Y3(x) = — , 
> (Ee 1)¥ (4v-+1) qviv+) 


v 


dont les deux premiers ont été déduits par Jacobi des développe- 
ments en produits infinis, qui nous ont servi de définition pour 
les fonctions 9(7) et (7). 


333. En combinant les transformations de Landen et de Gauss, 
on obtient les expressions de sn(2u), cn(2uw), dn(2u) en fonc- 
tion de snuw, enw, dnu, 


a 2snuwenudnu 
GG) sn2u = 


1— k2 sutu 


cn2u— sn2u dn2u 


(LXXXY ) 1 (2) Cine 


1— k2 sntu 
dn2u— k? sn2ucn2u 


(3), china = 5 


1— kK? sntu 


el ces formules coincident avec celles que lon obtient en faisant 
a =u dans les formules (LX XIII,_3). 

La formule (LX VII,) permet ensuite d’obtenir l’expression de 
p(w) en fonction de p(w). On a dabord 


[(pu— €3)?— (€, 63 ) (e2— es )|? , 
- , 


1) (Que) = @s a= aa) 
puis, apres quelques réductions faciles;reposant sur lemploi des 
formules (VII), 
5 Z, 
(ptu+ & + 23pu 
i} 


p (au) = a 


212 CALCUL DIFFERENTIEL. 


On aurait pu, tout aussi bien, déduire cette formule en com- 


binant les deux formules (XXII;) et (XXIV;). 


\ : 1 u 
334. Aprés avoir remplacé wu par = dans ces formules, on en 


tire, par des combinaisons faciles, les relations 


ae I—cnu 
Ssnis SSS 
2 1+ dnu 
, u anw-- cou 
(eld ier. = 
2 i+ dnu 
,u k2 4 dnu-+ k2enu 
dn2 — = 4 
2 r+dnu 


dont les deux derniéres résultent d’ailleurs immédiatement de Ja 


sie . rales 5» “u RE 
premiére et des expressions de cn? = dn? > au moyen de sn? a 


L’usage de ces formules est évident; en y supposant successi- 
vement u— K, u=7K’, on obtient 


ane K [ oe i’ I 

sn? = sn4 =. 

: Teak 2 he? 

mS k' te I+k 

Cn4 i) CUS —— SS SS > 
2 1t+k D k 
K ae 

dn? —= = dn?— =1--k. 
2 2 


En se placant d’abord dans le cas ot = K, K’ sont des nombres 


réels et positifs, et en se reportant a ce que l’on a dit aux n® 311- 
312 sur les valeurs de snu, enw, dnw quand wu est réel ou pure- 
ment imaginaire, on voit que l’on a, dans tous les cas, 


K I iK’ u 

GW SS SSS Sas eae 
area Sh: 

en Ls = Bev =i} en uy — vit - 
2 Wise 2 Vk 
Kon ee ik’ 

dn = = VK, dn —— = Vi+k. 


Si d’ailleurs on adopte les conventions da n° 325, on voit im- 
médiatement que les deux membres de chacune de ces égalités 
sont des fonctions analytiques univoques de 7, et que, par consé- 
quent, ces égalités subsistent toutes pour les valeurs de + repré- 
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sentées par des points situés au-dessus de l’axe des quantités 
réelles. 


On pourrait opérer de méme pour obtenir les valeurs des fonc- 


K + cK’ 


: sen ee ee A 
lions sn, cn, dn quand l’argument est égal a -; mais, pour 


éviter des discussions de signes concernant les radicaux, il est plus 


simple de déduire ces valeurs des formules d’addition (LXXIID), 


“Wr 


K < Paes 
en supposant == ge QL S= —— SF OM trouve ainsi 
: 2 


+ SS Ay eS eS ye 


ae ne Ee 
ee 7S ee AEE TY Ik); 
2 VRO As k-EK Vk v ¥ ) 


2, 


la derniére transformation résulte des égalités 


Tek HV ek tk Vth)» 
rtkek aVoVitkVitk. 


On trouve de la méme facon 


ee Sey a eo ee) Vk) 


2 VEOGEKE+EK) 5 Ve 
K+ 7K’ VE Viet ek tk) Jk ae 
= és ee Zi = fk if F) 
dn ca F IST A E (V1 Cyt 
V. — Transformation d’ordre 7 des fonctions elliptiques. 


335. Arrivons maintenant au cas ot l’on divise lune des demi- 
périodes, w, par exemple, par un nombre impair n. 
Nous désignerons, comme au n° 136, les constantes relatives 


Wy; a a 
Oe ar de pelites capi- 
a 0s) P P p 


\ 


A io) 
aux fonctions p (w [225 ws), a (u 
| 7 


tales; ainsi 


| 
—> Ws}, E; + E27 E3= 0, 
Tv 
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d’aprés les formules (XXXVI, ), on a donc 


VE, — Ey = n= va(o|nt); 
Dey Seo 
Vip — Es = Mepecs a 


Vk; — E3 = n— 22 (o:}7) - 


Nous poserons aussi 


Mise 
VE1— Es 


En outre, J, /’ désigneront les quantités qui remplacent 4, 4’, sa- 


voir : 
Cope aa) tine ne ELEC 
UD O.O.Qp) Ve;—E, 23(0|n7) 
(2) [= Vi, E92 es J?(0|n7) 
Vij— Ez 73 (0] 27) 


et L, L’ les quantités qui remplacent K, K’, savoir : 


(6) L=233(0[n1) <M Yaom = KL 
(LXXXVI) ; 


(7) Ua b= Foye oe 


Dans tous les cas ot K, K’ et 2 ne changent pas de valeur dans 
une méme recherche, nous représenterons par une lettre unique 
Pexpression 

ark + 2ar Ws 
a 


’ 


ot. r ets’ désignent des entiers quelconques; nous poserons 


orK + a7'K't 
a) r' = in) > a ’ 


de sorte que les symboles a@,,9, @,,, qui seront d’un usage fréquent 
dans ce paragraphe, représenteront les deux quantités 
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Cette notation permet de réduire notablement la place que 
prennent les formules. 


336. En se reportant aux formules (XXVI,) on aura par de 
simples divisions 


+ ; 2PrW, 
3) SULA ae Saeey 
& aa! 
lon (uw — + W3) = fon u j i : : ) 


\ n / S 24 
(7) 50% ( Se 
\ 0 


27 Ww 
: Egy ( nate A 
OH aes Bei n 
= 3) = By u a 5 
n vt : fc roy 


(SUR ADS ale ag) ATE 


Dans les seconds membres les fonctions € se rapportent natu- 
rellement aux demi-périodes (w,, w3) et il en sera de méme toutes 
les fois que ces demi-périodes ne seront pas écrites explicitement. 
Quant aux nombres 71,72, ..-, /n_1, rappelons que ce sont rn — 1 
nombres entiers dont aucun n’est divisible par nr, non plus que 
la différence de deux d’entre eux. 


337. On peut écrire aussi (XXVI,_;) 


4 5. n 
—) ws) =e hyp til | / sees “ ; 
n / 27 


\ es 9 
(r) 1— (€x— €8) (€a— ey) Eh (Fy 1) E day Ue 


Vf ees Pa . ~ is 
ie == FTN T Ao CWE 


2 


Icilessnomibres 74, 7>,--1 57, s00t toujours des entiers; 


2 


aucun n’est divisible par n, non plus que la différence ou la 
somme de deux quelconques d’entre eux; au surplus, quand nous 
écrirons au-dessous d’une formule gue r doit prendre, ou les 
VAICNUG ET os cin re OR Tes. VALEUIS: [ij 5:755 +5 T,— 4) NOUS 


2 


entendrons toujours, comme dans les Chapitres précédents, que 
ces valeurs satisfont aux conditions que nous venons de rappeler, 
soit dans un cas, soit dans l'autre. 


Wy 
—»,wWs3) est une 
Tt 


, t fe 
La formule précédente montre que fox (u 
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" : 4 é 5 in r W| 
fonction rationnelle de £),1; on voit de méme que ¢py ( u — Ws 


est une fonction rationnelle de &,w: c’est le produit de gy wv 
par une fonction rationnelle du carré de l'une quelconque des 
fonctions , comme on le voit en faisant usage des relations 
(XXVI;) et (LIX,). 

Nous nous dispensons de multiplier les formules de cette nature 
qui sont implicitement contenues dans les formules(X XVI). Tou- 
tefois, nous observerons que les fonctions rationnelles ainsi for- 
mées comportent comme coefficients, en dehors des quantités é,, 
Cy, €3; qui y figurent explicitement, des fonctions symétriques de 


20)4 4 (nm —1) 0, : ote 
BE, [aed 3 Pp D290 6) P Se | OS fonctions symetriques, 


Iv 7v iv 


comme on le verra plus tard, dépendent, lorsque n est premier, 
d’une équation de degré n +1, dont les coefficients sont des fonc- 
tions enliéres de e€,, €2, e€; et méme de 22, 23. 


338. Ces formules vont nous fournir d’abord l’expression de 
quelques constantes dont nous allons avoir besoin. 
Si nous nous rappelons en effet les formules (LX, ) 


Sg 2 EUS an ed 
k= E2103, ses S231, 


nous trouverons au moyen des formules du n° 336, en supposant 


6 = 2 et, successivement, y—=1, y = 3, et en faisant successive- 
W] 


Ne UC — sO) gh 
n 


f fp, boy (os+ Fw) 
l= fa ( w: yo) = tos | | 


Seiler Dye : 
(7) Eat fe 1) 
« 
(7 SUN Uy Oo Dy Tn) é 
2 c 
ou, en tenant compte des formules (LX,), pour w= ~ w,, = 3, 
Te 


= 2, y=1 et des formules (XXXVII,, XIII,), 


(LRXX VID t=] [en (2 01), (C= Piste one a) 


(7) 
ou encore 


We 
Fay) i yo . . . 
l=k { [a(s o)> (7 Stasis Tes 


(r) 


a 
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puis 


Cae Py, Faye ey Fn-A) 


ou, toujours en tenant compte des formules (LX,) et (XXXVII;), 


pa (~ +I—n 0) 
T— 7 ae n 
U=hNEs5 cS [ f : c 
n i or 
ay 
n 


Si Von observe que l’on peut ajouter sans inconvénient 20, a 


argument de €:;u et que &3(0) est égal 4 un, on voit que le 
second membre peut s’écrire 


I 


7 7 
: DHLG 
hited eae ( 1) 
7 


ot 7” prend n valeurs entiéres assujetties seulement a cette condi- 


kin 


tion que la différence de deux quelconques d’entre elles ne soit 
pas divisible par 2; on peut donc, en reprenant nos notations ha- 
bituelles, écrire 


(LXXXVI,) =k i | £2, (Aro), Geran robe =) 
(r) ; 


DIP 
, Be eh ya eae 7 
van TT es Gres): at Re eS aaa 
\ 2 


Formons encore la quantité \/r, — 3; ; rappelons-nous que l’on 


a GX) 


ou 


fe . 
a €3 = 5301; 


on en conclura 


ou, en donnant a 7 les valeurs 


(fi ———) | (et 
5 ee i 


—I, —2, ..., — 
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et en observant que la derniére valeur de 7 met en évidence le 


> I 

facleur Oy = ———, on trouve, apres quelques réductions 
€1— €3 

immédiates, 


n—1 
eee ee ea (2 ae my) 
CLXXKV I), cM eee [| eee at AEE 
Vn=s 7 ta( 01) 


Si on admet, comme on le montrera plus tard, que la quantité 
Wy 5 . . A . 
p(r—), ot r est un nombre entier, est une fonction algébrique 


de €,, @2, 3, il sera évident par les formules précédentes que les 
quantités Z, /’, M sont elles-mémes des fonctions algébriques de 
C1, Cx, €3, Ou, si l’on veut, de e, et de k; mais il est manifeste que 
e, ne doit pas y figurer; en effet, les quantités 2, /', M, de méme 
que & et kh’, ne dépendent que de 7, en d’autres termes, ne changent 
pas quand on pees 4, ®3 par un méme nombre m; mais alors 


e, est multiplié par —.; par conséquent J, l', M sont des fonctions 


algébriques de k Bal: en d’autres termes, il existe une équation 
algébrique entre / et k, et une équation algébrique entre M et k. 
Ces équations sont dites respectivement éguation modulaire et 
équation au multiplicateur. 


339. Il suffit de se reporter aux formules de passage des fonc- 
tions € aux fonctions sn, cn, dn pour obtenir les expressions de 
sn(w,/), en(u, 2), dn(u, 2); on obtient tout d’abord pour les con- 


stantes 
cn2a, I 
tae] S2,  raemT[—*—, 
dn?a@,..o A dn?a,y 
(") (r) 


Gi =i ono oan IS 


ei ork 
VB; B3 ea sn2 

n 
ou encore 

n ili 
se cnea 
(LXXXVI;) M = pe ied en 
sn?a)o dn2a> 9 ayo 


ra1 


Maintenant, la premiere des formules du n° 336, en y supposant 
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a== 3, donne 


sn(uy/E;— £3, 2) 
sn (aie, —= 3 ar, ) 
(Wh ee, “TT 


SN Apo 


eo 
a 


eave 


u 
ou, en remplacant LD OX errr) 
Ve1— es 


u I sn(U+ Apo) 
==) ¢ | = sn | | ae ie eee OLE, 
M’ ) Me SNA) .9 


(rr) 


{ u en(u+a, 
(2) en(—,l)=cnu / : En se 7,00), 
M CN Ayo 


CLXX XVID) Me 


: e a dn(u + G9) 
| (3) dn Ge ‘) es ine | [a 


(7) 


(LXXXVII, ) sn 


a 


De méme 


34). Dans ces diverses formules, 7 doit prendre les valeurs 7, 
Pa, +++, 7n_1; on les transforme aisément en supposant qu’il prenne 
les valeurs 


2 2 


Lf as 6 05) iy =) "Oy BS ony SS 


les divers produits qui figurent dans les seconds membres se pré- 
sentent alors comme des fonctions rationnelles de sn?w; en par- 


* = u r o 
ticulier pour sn Ge l), le résullat auquel on parvient est natu- 
rellement le méme que celui qui résulte immédiatement de la 


premiére des formules du n° 337, pour a = 3, savoir: 


sn2u 


I 
. u ee Sn7 Apo 
(LXXXVIT,) sn Ge i) = vy snu j | T= Pisn? a, 6 Ana 
(7) 


a Tana Bhd see 
7) 


On voit ici apparaitre un phénomeéne analytique sur lequel nous 


avons appelé déja plusieurs fois l’attention; y étant une fonction 
de wu qui vérifie l’équation différentielle 


dy 
(FZ) (i je) Leaky 2), 
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il existe une fonction rationnelle z de y qui vérifie ’équation 
différentielle 
M2 Eee (1— 32) (1— [2 u?), 
du, 
M et / étant des fonctions algébriques de k. 


On a de méme 


dn?a@,. 0 
1— —.—> sn2u 

lia cn2a>.9 
6D eo aA =nuw| | : SS) 
©) M 1— k?2 sn? apo sn? u 

(7) 

eae cn? ap, 

(LXXXVII) say A are hy, 


wm Ss dn? apo 
(6) dn (5p ‘) = | : 1—k? sn? a, 9 sn2u 


(1) 


341. C’est des formules relatives aux fonctions £, ou plutdt 
aux fonctions ¢, que nous avons déduit les formules de transfor- 
mation des fonctions sn, cn, dn; il va de soi qu’on aurait pu 
partir tout aussi bien des formules de transformation relatives 
aux fonctions 3; nous ferons méme observer que ce mode de 
calcul, que nous laissons au lecteur le soin de développer, pré- 
sente, relativement au calcul des modules transformés J, /', un 
avantage : il permet d’obtenir \//, \/U, avec leur signe; on a en 
effet, par définition, 


= S2(o| nz) 7 34(0| ms) 
ES arenes v SG we) 
et par conséquent (LI, ) 
Sve aie,” 
Tesi co J9 a 
ae: (r) J2(0) :(Z) 
v rae ats) 5.00) LI = ay 
Pho’ al 
She 
tae 3,(0) (=) 
oa 
n 


(PS Pig Arm dvs Tn-1) 
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ou 


AXSRVE) VISE Pe Crary ray. 22 ri). 
*) U 


En se reportant a la valeur de M, on trouve enfin 


Gea 


a= ae i il SN2a)0) = =i" [Ts aro) 


Joa (in) 


r=TSy, Pa, «+; Vat): 
— 


342. Les fonctions sn Gp l), cn Gi i), dn Gz 1) s’expri- 
ment aussi par des sommes de fonctions sn, cn, dn, dont le mo- 
dule est &. Nous parviendrons plus tard a ces expressions par une 
voie trés simple et presque sans calculs; mais il est intéressant 
d’observer qu’on peut les déduire, dés maintenant, des formules 
(LXXXVIL,_¢) en décomposant en fractions simples les fonc- 
tions rationnelles, regardées comme des polynomes en sn?(u, /), 
qui représentent les fonctions 


n (ap 4) on (44> 2) an (4) 


2) ? 
snu cnu dnu 


Le dénominateur commun de ces fonctions rationnelles de 
sn? (u, k) n’a que des racines simples, comme on le reconnaitra 
facilement en se reportant au n° 310. On a donc 


sn? 
sn (—» 4) I——, 
=[] : Ssn2 Apo es Be 
% ee = eek | . F F ; ? 
Nori es cx, 1— k? sn?usn2a, 9 1— fk? sn2u sn2apo 


(\r) (7) 
TP == Py 125 s0y My — 4) \ 
2 


Le calcul des coefficients B, se fait d’aprés les régles ordinaires ; 
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on trouve (') : 


2k M2 
(—1)"B, = she cna) dn a,9; 
puis, en tenant compte de la derniére forme sous laquelle on a 
mis M, 
hes AM? 
l 


En faisant usage de la formule d’addition (LXXII,) et aprés 


quelques réductions immédiates, on a enfin 


\ kN 
(LXXXVIT,) sn Ga? /) = sa Si sn (w+ 2400); 


(7) 
CES URien lily. Saiay pt 
343. On parvient au méme résultat en observant que la rela- 
lion (LXXXVII,), que Pon peut écrire, en posant x 
u 


Cl =sn(—,/ 
el vy Gi ), 
c a \ 
i i fie: f | (fr oy2 Pal ee 
(1) ie Ne es (ae k sn ayo I1)=0, 
(r) ez} 


a lieu identiquement en w et z. Or, si l'on change dans cette rela- 


\ 


== Si uk 


tion uenu+ 2a;,9, ou r désigne lun des entiers 1, 2,..., 2 —1, 
ee f u , ; 
la quantilé — est remplacée par ‘Get 4rL: done Vexpression 
1 


M 
sn Ga ‘) 


ne change pas. La relation (1), envisagée comme une équation de 
degré nen x, admet donc les n racines 

B= sn(Ul + 2a), CES Oy Mee, 6565/0) 
ces n racines sont distinctes : on le déduit aisément de la forme 
générale des solutions de l’équation snz = sna (n° 310); on a, 
par suite, ideutiquement en 2, 


Lv | [ (#2— sn? a9) —M y | | sn2a) 9 | i (aw? k2 sn? ap.) — 1) 
(rn) ; 


ed (rn) 


n—1 


= f | [v~—sn(u+2a,9)]. 


r=? 


(*) Les calculs sont déyeloppés dans Enneper : Elliptische Functionen, p. 309. 
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Kin égalant les coefficients de z”~! dans les deux membres, on 
a donc 


n—1 
Myke} t j sn apo = s sn(u+ 2a, 9), 
(7) r=0 


dou, en tenant compte de la valeur trouvée au n° 341 pour M, 


n—t1 
a5 eh kM 
Vs Ga t) = --» sn(uU + 2a; 0). 
7) 


u kM 
on Gr ) = -—-» sn(U+ 24-9); 


(r) 
Gz = 710,11) +++) rn—-1)s 
De méme, ona 
\ kM 
(8) on (gps 1) == Bi en(w+ rang), 


eae a 
| (9) dn L) == IM > dn(w + 24,0); 
\ : (77) 


(Gz =71' 05 MP1s +205 Pri 


é : a a DF ; 
344, La substitution des demi-périodes (o.,%) aux demi- 


périodes w,, 3 donne lieu a des formules toutes pareilles sur la 

déduction desquelles il semble inutile d’insister : nous désignerons 
/ / ( / / = aA < . 

par E,, Ej, 83, A, 7, A, A’ les quantités qui remplacent alors e,, 

C9, €3, k, k', K, K’; nous poserons aussi 


wy - mere t 

/ ¢ = — 2 

Eo —— EF, (ea (O45 — 35 (0O|—}> 

Ve Si Sut on 3| 1 204 n 

VE 7 A ee oe eae 
we = o>) = ws “fs 
: Been 82 0\ cry altatenay? 20, > n 
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de sorte que l’on a 


(LXXXVIII) 


(LXXXVII) 


S32 (0 =) 
7 <2 a 
E,—E Wu 
(ern) eee _— =e 
Dy ae Bsc Sie (oy (= 
n 
eee ey (0 =| 
eye le, (ye TED 
E,-— B3 oe a 
J%(o]— 
n 
mae c K 
ANY 5 SIN (oy el AV, oe 
C) = 23 ( 5) VE a: 
Tae [ W3 ; ; K’ 
W/ M'= -7=A=>>5—VeE is = SaaAl 
(7) nue un vey 2 nM 


345. En ce qui concerne les fonctions &, citons les formules 


xs 


3) = bonw I] 


: 
com (1 | Wy, ae 


fs 
S ba ( 


) =fox(u) || 


ON fe 
C= OR 
7 


» W3 
Fou ( w| or, oa 


\ 


r 

CBy (w+ ——= (05 
3 : eu n 
— j= SBy ( uw) = : > 


E iu o) 
vy Lon 


(7) 


vw fa 
r2 t 
L— hn 4Coa0 ea IK 
Se oN (~ 
All & 
Ox n 


Ww I—(e4—ep) (ea— ey) = 


= 


Observons aussi que la transformation qui consiste a diviser 


Pune des périodes par un nombre impair peut étre combinée 
avec la transformation linéaire. 


Par exemple, si on remarque que la substitution des demi- 
périodes (w,, ©;-+ 2p,) aux demi-périodes (w,, w;) rentre ma- 
nifestement dans le cas 1° du Tableau (XXg) et que dans ce cas la 


suite des indices a, 8, y n’est pas altérée, on voit de suite qu’on a, 
quel que soit l’entier p, 


a (u M1, 


27 (W3-+ 2p) 


22] 


[« t 


27 (W3+ 2pw,) 
Vale pao a 


| 


= 
W3-+ 2pW Sy 
mops) aac T] 
(r) 


a 
r 
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346. Voici, d’autre part, les résultats auxquels on parvient en 


ce qui concerne \/A, \/’, Met les fonctions sn Ga a) cn Gr i), 


dn (4p ae 


pie ie CN Go,r 


dn a, >- 


(LXXXVIII) ¢ 


Ge CN Qo, Vr 1 
= SSS SS ES SESS SF 
dn ao,> sn ao,p (Vk)” ne Sn > 


(CP = Pip?) ooan asi 


I sn(U + a>) 
sn ( we = Gui ES 
M SN ao,r 


(7) 


t : cn(u + @p,p) 
r )= enu [ i ON), 
CN ao,p 


(r) 


; _ : dn(u + @o,;) 
(3) an ( My’ +.) — dn uw ll dna) ; 


(7) 


(LX XKIK) 


EES EEE 
“=~ 
~~ 


sn2u 


i nae 9 
u ) I Sn? Qo,» 
SI eons SS _ = : ’ 
M M 1— k2sn2ao,sn2u 


dn? ap, sn? u 


is i) = _cnu pee NE 
axxxix)(? °" ae *) = I 1— Ksn?ay,psn?u’ 


(Pr) 
k? en? ao,,-sn2u 
Ih oes dn2ao,> 
(6) dn(—,A)= dnu rae 
M 1— k2sn Qo,r Sn? oe 


(7) 


eee eee erie 8) 
2 

L kM 

. sn Gr i) = —» sn(u + 2a,,), 

| ( 


kM 
(3) GS) eae cp 7 i) = “= J) en(u + 24,0); 
(LXXXIX) ; (r) 


n—tl 
(9) (—1)? dn & h) = =e Dele oer 


ae es 
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347. Les formules concernant la multiplication, par un nombre 
entier impair, de l’argument des fonctions elliptiques sn, cn, dn, 
peuvent étre déduites de diverses maniéres des formules précé- 
dentes concernant la transformation de & en / et celle de k en i. 
En tenant compte des formules (LX XI,_,) et (LIV), on obtient, 
par de simples divisions, les relations 


n—1i we 
(7) 


(1) (1)? sn(nuw) = (—1) 


(fk) I] sn(u-+ dy,y), 


(u,¥) 


7k r=] 
EXC) (2) cn( nu) = (E) [J ees aw, 


(u,v) 
(3) dn (nw) = (—1)") ey L [ane + aun 


(U.,¥) 


ot les indices 7’, », v parcourent les valeurs 


—— Py, Ta, Pee) dps 
B=0, M1, Ta, Geos thine 
WSS On Ug Ds tery Va-t- 


On peut mettre ces relations sous une forme ot ne figure pas le 

S) > 
facteur (— 1)” . Il suffit pour cela de prendre, par exemple, pour 
le systéme de nombres 0, 7y, 72, «++, 7n—1 le systéme de nombres 


il : : sey r 
Oy eee Mais on parvient aussi a ce résultat 


meas (pe me ets 
en prenant, pour le systeme de nombres" O,. 7), wigs een eens 
le systéme de nombres 0, 2, 4, ..-, 2(”—1); on voit aisément 


que lon a alors 


Tal 


(—1)2 sn(nu)= (Vk) [ | sn(u + 2dy,y), 
(p,V) 
/ iP ne—1 
en(nu) = (+2) | ; en(u + 2ay,y), 
vi (UL, ¥) 
ne—1 
dn (nu) = (ze) ] arte + 2ayy), 
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ou les indices », y parcourent les valeurs’ =o, 1, 2, ..., 
N—1;¥Y==0,1, 2, ..., 7 —1. Les seconds membres de ces der- 
niéres formules ne changent pas quand on y remplace p par w+n 
ou vy par y-+ 7; ces égalités restent donc vraies quand les indices 
ret yparcourents lesa Valeurs. Wi—=J"94J°15 Tay%- sy Tne) V = T5513 
J 


ry, +++, 7,4, les n valeurs que prend uv étant incongrues (mod. 7), 
de méme que les n valeurs que prend y. 
Le lecteur ne manquera pas de remarquer que l’on aurait pu 
yr 
se débarrasser de la méme facon du facteur (— 1)" dans plusieurs 
des formules précédentes. 


348. Pour obtenir les expressions de sn(nw), en(nu), dn(nu) en 
fonctions rationnelles de sn?w, il suffit de prendre, dans les for- 
mules (XC,_3), pour les nombres 0,7;,72,.--,n_1, les nombres o, 
eee aia eld appliquer les formules (LX XIV). 

2 


On obtient ainsi, pour la fonction sn, la relation 


sn2 uw 


n—1 I 

SINE) / 7>\nt-4 sn2a@y.y 
=a ON k sn2a : U., 
ey sn( uw) (v&) ll uv | [ 1 — k? sn? @y,y S02 WU 


(U.,Y) (U.,9) 


ot Vindice p prend les valeurs 0, 74,72, .-+, %,—1 eb ot, a la va- 
2 


leur? =o, correspondent les-valeurs y==7,, 72, --., 7,1, tandis 


2 


qu’aux valeurs p=74, 72, ---; "n—1 correspondent les valeurs 


2 


TS Oy Say eh os 


i>) n—i1° 


Pour uw =o, on en déduit Végalité 


==) 2 . 
(XC;) east = [pe 


(UY) 
on a done 
sn2u 
sn? ayy 
‘ae 7 U., 
sn(nmu)=nsnu - — ets 
(XC, ) (nw) I] i — A? sn? ayy sn? wu 


(PY) 
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On a de méme, par un calcul tout semblable ('), 


(XCs) vk cee [J Wy) 
Vik U,V 


(YY) 
dn? ayy sn? u 


e cn? ayy 
(XG;) cn(nu) = cnu | j — : 
_ 1— k? sn? ayy sn? u 
(PY) 
et 
be a 
(XGq) (JK) = { f dn? ay, y, 
(UY) 
kK? cn2 ay y sn? u 
dn? ayy 
XC dn(nu =dnu| i eo 
OS59) a) 1— k? sn? ay y sn? u 
(U.,¥) 
io = Oy, NE =F LA) »Tn—-1 : 
a 
== hy Py coop Pan, WS OR 2 bi aaa ad 
2 my 


349. En remplagant, dans la formule (LXXXVII,), < par-, 
les quantités k, K, /, L se changent en d, A, k, K; cette formule 


deviendra donc 


nkK A Ps a = Sian 4ra 
Ae ce () BPO A cee: 


CPZ iy le oc og ok 


ae | uk 
ou, en remplacant yj baru, 


nkK - ea ‘ A irK 
A an(uk) = Yon E(u+ I), |. 


Wr) 


D’autre part, la formule (LXXXIX,) donne, en y remplacant wu 


4rk 
apy Sa 
paru -- — 


A Ark _ kK co TALS 4stK' 
sn Li (u+ = ja ay sn ( Wires oe ) 


(*) Ce sont les formules mémes de Jacobi (O2ugres, t. I, p. 121). 
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On a donc finalement (') 
(XCio) nsn(nu) = Sy sn(w + 24,5): 


(r) (8) 
De méme 


(11) (<1) = nen(nu) = SS en(u+2an0), 


(r) (8) 
(XC) eel 
(12) (—1) ? ndn(nu) = dn(u-- 24,5), 
(r) (s) 
(PE Ry Rij connie te OS — Oop. oon Gb 


350. Si l’on pose 


u 
shu=2, sn wm? = rs 


dx . > a: 
Ty = VU) (1 a), 


Mdy _ 2 272) 
Ae ey) 


et, par conséquent, 


: dy =) da —— 
Vy?) (1— dy?) MY — 2?) (1— 2 2?) 


Cette équation différentielle est done vérifiée identiquement 
en x, quel que soit z, si l’on y remplace y par la fonction ration- 
nelle de x, que l’on obtient en faisant snu = dans le second 
membre de la formule (LXXXIX,) et , M/ par les expressions 
(LXXXVII; 5). 


Observons aussi que si l’on change t en + + 2m, ou m désigne 
1 


un nombre entier quelconque, g ne change pas, tandis que q” de- 
QT 1 


viente ” g"; k2?=8(<), k= '(<) ne changent pas, non plus 
que K= ~ 33 (0 |7); ¢K’= 7K est remplacée par 


(1 +2m)K =7K’+amKk, 


(*) Comparez ABEL, OLugres, t. I, p. 318. 
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de sorte que dy devient dyi2m,y; ve= p(t) est remplacée par 


o(t-+2)=Vii/k; les quantités 4, A, MZ sont remplacées par Am, 
Nee Mn, ou 


! 
<+2m 
Te Z (0 = an ) 
= <+2m 
Am= 2 (| — = 
Vim=% n <+am\’ 
n 


La substitution de ++ 2m a7 change d’ailleurs les seconds 


membres des relations (LXX XVIII; ;), et lon a 


Jinx ine (Vay Totem 


? 
dn ag m,p 
(r) 
Apes 2 neem. Det Von 1 
a Ninny pein “mn (Vk) SING 
(r) ’ ’ a C (ey ) 
(P= Pin Py se05 Maxie 


La relation (LXXXIX,) est remplacée par la suivante 


sn2u 


{| — ———S— ey 
u I SN” Gom,r 
Si (f eary Dey =z snu] | : : 
Gi Mm» es 1 — k2 SN? @2m,p Sn2U 
r) 


(es M1) T2) 2+, cay 
ae 


puisque le changement de +t en 7 + 2 (qui change k en — k) n’al- 
tére pas 


Mais, si l’on pose 


u 
sn(u, k) SS 25 sn Gre im ) =YVm) 
ona 


Myd 
ne = Va yh) OB) 
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et, par conséquent, 


dy m daz 
V(i— 7) 0— ABR) Mm (i— &?) (1— K22?) 


Ainsi, si lon se donne un entier positif impair quelconque n, 
Péquation différentielle 


dy dx 
VC=y7)G= Fy) MyC= 2) C= 2?) 


est vérifiée identiquement en z, si l’on y remplace y par une 
quelconque des n fonctions de x, que l’on obtient en donnant 


a m les valeurs 0, 1, ...,  —1, dans le second membre de I’ équa- 
tion 


x 


W sn ain 
— M al j I— 272 sn? dom > 
(7) 


ies P49 T2302 5 cee) 
2 


et V//, M par les expressions 


vl = ynn (Vk)” CN Gam,p ? 


dn A2m,r 
(r) 


en 1 
m jn (\/ J)” II SN G2m,r 


(r) 
(Cz = 74, Ta, +++) Tn-1 ) 


Elle est d’ailleurs aussi vérifiée identiquement en z si l’on y 
remplace y par l’expression 


Gee 


i sitan 0 
ae I= 1— wk? sn? apo 
Ye fiily Ly SO ory hr =n Ne 
et \/, M par les expressions 
cna 
vi=(vk)" TI 7 


dna, 0 
(r) 


(7 = 774, 1795 vives Tn-1), 


232 CALCUL DIFFERENTIEL. — LES QUOTIENTS DES FONCTIONS 9, ETC. 


ge! [ * 
Mee (Vk" ll Sn? ayo 


(7) 


(ie Loses Aa 
> 


de sorte que, pour chaque entier positif impair donné nr, nous 


connaissons n + 1 solutions rationnelles de l’équation différentielle 
précédente. 

La quantité 7 ne figure pas explicitement dans cette équation 
différentielle. On a annoncé, au n° 338, que J et M sont des 
fonctions algébriques de k; la méme assertion s’applique aux 
quantités 4, MW et aux quantités d,,, M,,, en sorte que l’on peut 
dire que Péquation différentielle 


, dy opeee Kee 3 
VuU—y?) 0— Py?) M V(1— @?) (1— Kk? x?) 


doit étre aussi bien vérifiée identiquement en x et quelle que soit 
la quantité 4, 4 condition que !’on prenne pour / et M des fonc- 
tions algébriques convenables de k. D’ailleurs, les n +1 solutions 
rationnelles de cette équation différentielle, solutions dont on vient 
dindiquer la formation, dépendent manifestement de l’entier po- 
sitif n. 

Le lecteur ne peut manquer de pressentir importance du sujet 
que nous ne faisons qu’effleurer ici et sur lequel nous reviendrons 
plus tard. 


FORMULES. 


(1) 


(2) 


FORMULES. 


I. 
; (1) { py 
sinzu =u | ; Roe er, 


n 
I Di I 1) 
Tt cotTmu= — + ee Sea 
u u—n n\ 


nm 
eg ee 
Se Jess TS 
sin? Tu (C= 70) 
nm 
u ® 
ia ples opaa| = RCE) in cored, 
n—a ) sin ta 


> = re | = n[eotm (u +a) — cota], 


li. 
(") Noe 
su=uf | i Je aes 
s 
d I a T I u 
u) = —-logcu = — pect ewer 
ne ef lu—s 7+ 3h 
S 
3 a? I ) I 
VASO LSS SS ogcu= +) ane 
} 3 1 4 u2 eae 
& 
I ES I 
So (“=se 
S 
o(—u)=— SoU, p(—u)=pu, 


C¢(—u)=— Cu, pi) (— uw) = (1) pu. 


Lil 


o(Au|w1, Aw3) = A o(w] 1, ws), 


C(Aw] her, dog) = = E(w] wr, ws), 
Pp (Au]Aw4, Aw3) = sap (u | 4, 3), 


( 


pM(Au| Aws, Aw3) = san p(w | 1, 03). 


(1) 


(2) 


(3) 


(5) 


(1) 


(2) 


(3) 
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I WO) i I OY) ii 
SSeS > ae VTi) > Se ane 
ou uU i u ey Ra aca 


S Ss 
I () y ; () y () 
I Sn} o — — — 
Ue 5 u s u : ee u », : ' 
S s Ss 
F () x a (“) y 
Dig ee s eae s pe ors 
Ss s 
r oy 6 (1) il aes 3 OR 
NO UL aS re a Ap es aR AOs0g 
Ss Ss 
(’) () y 
= 60) Ae gs =140 > aay 
Ss S 


&2 (Aw, Aws) = A Bo (wy, 3), 8'3(AO4, 43) = AF 83 (wy, Ws). 


Ve 


u? ( u 4 u2 
ED | || Fae de! es—a 2 (s—a)? 
o(a) s—a j 
s 


; i I u 
((u+a)—la+upa= » - —— 4 ’ 
UW SCS (O95) 2 


BY 


putay—pa= Vi at. 


s 


Wale 


o(U+ 20,) =— E2M(U+0O) CU, 
O(U + 2M.) =— e?M(U+os) UL, 
O(U + 23) =— e29(4+os) ou, 


o(U+ 2M, +2NwW3) = (— L)mntm+n e(2m1+27n7,) (U+mw,+nw,) ou, 
C(U+ 2m, + 2NwW3) = CU +2MyA1+2NN, 
fo1 = M1, Cw. = ne, C3 = 73, 
Ulan Ypka Uley == Oy 
p(u+2mo,+2nw3)=pu, 
\ p'(u+ 2mw,+ 2nw;3) = p'u, 


Ul ! 
[7p Oy == 0 Np O10," 5 =p We — 0. 
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Dans toutes les formules qui suivent, a. 8, y sont les trois nombres 1, 
», 3 rangés dans un ordre quelconque. 


VIL. 


c(u+a)c(u—a) 
S2uU Ca j 


| g(u+a)¢(u—a)o(b+c)¢(b—c) 


(1) pu—pa= 


(2) ( + o(u+ b)c(u—b)o(e+a)c(e—a) 
I +o(u+c)o¢(u—c)o(a+b)o(a—b)=0, 
( it 49) O) SS Oe 
CG s2 = WE ca — =, 
= | (use a) = (uw) eta t EEE 
pee 1 d[pluyp'a 
[ pwtay=pe-! lea 
(4) ( Po. =41, PW. = ea, Ps = é3, 
l é€; + é€2+ 63 = 0, 
(5) p2u = 4(pu—e)(pu—ez)(pu—es), 
peu =4piu— gopu— g3, 
(6) 8&2 = —4(€1€2+ €2€3-+ €3€,) = 2(€? + C3 + 3) 
= 12€4— 4(€a— eB) (€a— ey) = 4( eg — Bey), 
8&3 = 4 e162 @3. 
(7) piu = 6ptu— 2, 
(8) p w= T2pup u. 
t(wk wg) = Cut ny + ~ Bel Pies 


2 pu— ey 


(€a— eg) (€a— ey) 


(9) | 
| 


p(ut we) = e€yg+ 


pu—ey 
VIII. 

(1) g(hu; 8, $2) = do (ui gn 83) 

(2) (Au; 2, f2) = 78 (uj a 83); 

(3) p (au; 2, $2) = plus oe 83) 


2 
(4) pm ¢ u; a #3) = a PM (u £2; &3). 


(1) 


(2) 


(t) 


FORMULES. 237 
IX. 
P fous £3u! gu 
Si = - : —— 
Peeedu) | Wionlaiey Pee anum ; 
I ou 23 2 ul 
Te §3 ‘ S2 
as! Uw 9? 3.5 22.5.9 BS k5 ge ee 
2 Oo Ut a2 7,6 
a ee ede Ne ea IIS 
uw 285 O27 Drosha sy 
X 
a 
; u 
qye a A n= snk 
- 4 5 Te 2 
Tu = e241 —— sin : ; ee SECA YT 
T 204 2 13 
ae sin?z 
4 
ss 41 U T TU eT HV) U—2NWs NwWs 
cu = = cot = sie == colTr - cout ’ 
Wy 2Wy 20; 2Wy 2W; | 
n 
qt en t 
ph. = sr = ? 
1 4o A GIO 
n sin2t 
2W, 
12 == 00 i —T- -) 
‘i I 1 : fied { I 
ses [base —— ; (6) 73 = — at 
20, | 6 pee LO 203 | 6 - 5 Ww, 
ea Sine n—\ Sin? = ——= 
Wy W3 
N13 — 304 =t- tl. 
XI 
iy eNat F(u + Wy) enna (my— u) es 
Sy = = = = Fy(— wu), 
TW, TWy 
Cat = C(uU+ og) — He = — Ca(— ¥), 
5(2U) =25U5,uU 5gUS3u = — pustu, 
Osu 
UU — €g = > ’ 
P of oar 
A 
a. Sy W 
= = Cutt ——_— “WB 
iC 6 Veg— eg = Zs 
Vp a ou (6) 8 Tg 
Cy, u 2 
Tyu = 1— Boe 7g (82 — ex) ub+.... 
4 
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XII. 


. Shs Wy 
(1) o3((@;)) = Or TyWy = 0, Sgn == € Na Pais 
oF (U+ 20g) = — erMalu+Od cu, 
Cy(U + 20g) = — erMalut+Oa Syu, 


Og(U + 20q) = + E2Na(U+Oq) oyu, 


(2) T(U + 2AMMy + ANWE+ APWy) 
= (—1)ert+rm+mn+emtns+r EAMG ARNBHTNy) UMM +RWB+TO,) SUL, 


Cg (Ut 2MwWe+t 2NWg + 2rwy) 
, —_ (Ee [)ererm+mn+m eE2(mqg+nng+rny) (U+MODg+NWE+P WD) Cig Us 
Cx(U SE Wy) SE CNY COG Co WU, 


FB Wy Ty We 


(3) On ( USE Wy) = ae CMa” ou, 


Qe 


Fg(u + Wa) = ena og Way U; 


(4) $(4 + 2q) = Cu+ 2H, Ca(U+ 2Mq) = Cal + 2I0, Ca(u +203) = Cau + 2798, 
(5) (B22 Oy) S Gull SE thew Gl PE Op) =O SE Hae Ca(u + wg) = Cyut ag, 
Cet — 
(6) eNuPa = TRWyTy Wa, ena = avy = o wy F 


Teg Ty We ad Twe TB Wa 


XIII. 


SPR. 5 ow 
(1) Veg— eg =—e-N34 —__ 
Ty THB 
atoa—" yea 8 = : 
(2) eNO Rig as Vea— eg Vea— ey = Veg— eg Vey— ea, 


8 = Cy 


st la partweé 
3) T3W9— NoWr = 7 51} a * Te 
( 13@2—— N23 = 9103— 130, = 4901 — 7109 = —> Ws 


2 néedle, de — 
(ie e =n, ; esa. 2. 2, = ; : , : 
(4) Ves— es tVe,— és, Ves é1=—ive,—e;, Ves— ey = ier — ea, | est positive. 
2 
XIV. 
(1) TqU — Thu = (eg — ey) ou, 

(2) (ey — €g) Tau + (€q — ey) SAU + (eg — eg) F2u=O0. 

x 


» 


FORMULES. 239 


XV. 


(1) (u+a)o(u—a)= Pugza — o4uc?%a, 

(2) Ta(U + 4) Fg(U— a) = Chugga — (ey— eg) (eq— ey) SUS? a, 
(3) Og (Uta) o_(u—@)= TAUTEa — (€a— eg) Sacyu, 

(4) Ty(U+a)o(Uu—a)=CUC>"U oga Tya—FATya Tau yu, 


(5) cy(u+ a) og(u—a) = Cy UTBZUSy aT Ba + (Cg — Cy) FUT ZU TAT yA. 


XV I: 


(1) p= = 00) a= Vpu— eg V/pu— ey + Vpu—ey Vpu—¢g +) pu =e Vpu— eg, 


w en Oy ee 
(ey) p> = eat Vea— eg Vea— ey. 


XVII. 


a ve ( u | 
Q) TyuU=e ot ‘| [ I— —— eS—Wa 2 (S— Wa)? 
| S— Wy Vie 


Ss 
| Nn=e 
7 I 
G17 MO, Pw, = fa= 2 = 
ON 5 _ 3 
n=1 COS — 
Oy 
r=—eo 
| 7? = I 
2 itr Wy PpW2 = 5 
(2) : } 24 27 —T1 W3 
n=1 COS?7% ——_— —= 
4 
n= 
™ I 
Hit Wy~PW3 = ? 
: P 204 : Dii—= i OF 
n=1 sin? — — — 
\ 2) Wy 
a 
n= sin? pe 
nee TU Na 
: Sao TU 1 
3 Ou = e?1 cos — 1— 
1 
2W, >  W3 
a, cos? tt 
4 
TU 
nye T= 60) Sl 2 
, nS a re 201 
(4) Gina i= == |) 
L 21 —— 1 (3) 
n=1 COS 
2. Wy 
~ nay Re 
2 N=2 sin2 —— 
Nie 6 
- —— 2W, 
(5) OK) == CAM ; | I 
clr 27 —— ie Oz 
Fi sin2t — — 
: 34 Wy 
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7 e 
(1) OL = Awa, Nye aa Pi — 
| rane f / / I ~ u 
CO (U|o,, 04) = A o ( —] 4, Ws), 
i u 
(@) ECG Ons, WS N= “(F 4) 
I u 
p(w joss) = 5p (F on 0s), 
\ 
2 PS) ! , a u 
3) Sy (Uu| wi), W;) = om A Wy, 3), 
\ 
w) Face ee ears 
(4 V &x ae OX a 6° 
Q1 = au, + bo; Q; = cw + dws, Q, + Q2+ Q3= 0, 
(1) 3) 
| aad —be >=si, 
(2) ’ J(u] Q), 23) = F(u| 4, 3), 
(3) C(u| 21, 23) = C(u| om, 3), 
(4) P(U] Q1, 23) = p(U] 4, w3). 
V.O% 
(1) ( Ny = CQ), Hy = GQs, Hs = C95, 
in an, oa, H3 = cy, + a73, 
(2) Hi -+ Ho-+ H3 = 0, 
é TU 
(3) Hy Q3— H3Q, == ca: 
(4) por =e, PM. = a, POs = C3, 
1 


PQiH= Ee), PQs =Eg=— ey, PQs = E3 = ey. 
01(U| 21, 23) = 5) (u] 1, 3), 
(Cay) Fa (WU | B21, 23) = Ty(u] wy, 3), 


3(U| Q1, 23) = Fy(U| wy, 3). 


FORMULES. 


XX (FIN). 


(6) 
GNOME N07 NO"! Os |X | sar) 9 
WO |} at |@. vy |) ae | | cay esas |) ay |) ge | oy |] 3} 
OP |i Wey | ah Wo tie ol ey al) tates oes | an [hah 8) 
oP iat | ae iw |) mt oll ein || Gis | loge | 2 
4° 1 I OWLOs | W3, | Op | 28 | 1 
Om I O |) Gs |) Oss Gy |) 3) ye) i 
COCO eat L703 |) 04 | Oo fis |r | 2 
1 
(7) 
ad—be=-+1, 
TL TU 
N13 — F301 = —> Hi Q3 — H3Q,= : 


VE = 106: 


aC 


£1 — Ep 


a+b-1 


a—l\ 
TeeGate y/e,— e3 (=A)? Vei— es (eal )ete Vei— es 
Seat es eal eee fal Ses 
Ie tu(—1) 2 VYeg— 3 (SQ eS (—1)2 Ver—e;, | 
Ge ieee A. paailege a Sees ae : 
a (1)? Vei— é3 (—1) 2 gee, i(—1) 2 Vin ees 
Cre. Se EN Oe ait 2 
4° | t(—1)? Vei—es | t—1)? Yar—es | (—1)? Ye—es 
Ea ©, Des as anh ile es as ee 
5° | i(—31) 2 Ver—en| t(—1)? Ver—es | (—1) 2? Ve.—es 
hr | eee EY ye Lacie eam 
6° (—1) 2? Yei— eg HS Oe! Ve.— é3 i(—1) 2 Ver—es 
T. et M. — Il. 16 
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(a) P= Sp (4), 


ene p ¢(u+ od) 
(2) é(ul—,0;\=e ou ny 
= Fie 5g (272! 

(7) n 
(3) ¢(u| ts ws) = tu +e (w ret) LS 5 
(7) (7) 
oy 2rw 
(4) p(w |S 0) =pu +S p(u+ 5 ) oP, 
(7) 


(PET, [ey +s r'n—1) 


It 


Wy, | Wy 24 
Hy = =o || oN) — + ——Pp 
; 1 “(2 = :) 1 Ly | 
(@)) H; + Ho-+ H3=0, 
4 
Hs=6 (ws ae 0) = NH3+ 203P,, 
(6) Ej =p 21 Oa 4 E3 = P( ws Says 5 E; +E, +E3=0 
n|n n : 
ori — Die a= a i? 
an 7 ate, Gm (ite 4 
Wy 3 n 7L 
(a) O1,{uj—», W3)=e '”) ) 
n or — 
2r+t—n 
(r) x, ( or) 
MS 
or-+i— ar+I—n 
=e ae, oe (u+ a 1) 
2 
(8) a4(w Sto) =e (7) ui ¥ 
n | | 2r+t—n 
a 
(7) Se =, Wy 


(9) %3 (w 


(7 SROs? 0.013) Tn-1) 


(en particulier =O ty Dy ini Oa UM Ge I SS a HE snag Aes *). 
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XXII. 


ey? e,1u2 


| w —— —— ——_—= 
(CO). o(ujS, ws) =e? Cer ls I euypu— ey, 
4 
(2) C(u ae W3 =eu+Cu+ Qu, 
4 (€2— €1)(€3 — €1) 
3 D( wu St 03) = uU+p(u+w,)—e; = put 
(3) j Bs) Pek i)—&1 =p reset 
WM, |] WO, e, Wy, 
ha —|—» W —) + 
1 € a :) 1 su 
(4) 
4 
a= C( 02 ie vs) = 273+ €1)3, H,-+ Hy,+ H3= 0, 
Wy | Wy —————= Sf 
m= (5 5 ? 0s) eC ON eae 


W1 ——————— 
ae eae 


Wy 
Ez; =p {| — + 3 
2, 


4 
—— 9), Oa) S— DE) 
2, ’ 


E3 =p (ws 


XXIII. 


e,u? pss. ear 
3 (w Ot, vs) =O 2 ears Vi; eR Ve e302u) 
(1) es Vey e062 u— a, — exo? u 
| Ve1— 2 — Vei— & 
ice = 
=2@ 5 Git opi re 4 et — Oy Viei—ae.), 
e,72 
za(u 2 vs) =¢? (ofu+ Ver— e Vei— e357) 
(2) se Ve,—e363u + Ve;— exo2u 
Vee Va 
a REY 
=e? ou(pu—e,+ Ve,— e2V/e1— 6s), 


e4u? ett 
On 3 Sores =e 
—; vs) =e? MIO) == oe o2u/pu— e, ~pu— e3. 


(2) 


(3) 


(4) 
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p(ujos “2) PCa mer aee me ) 


Pu — &3 
3 
ni =¢ (w]e, 2) = 241+ €30), 
| H, + HS +H, =0, 
gee ® Ws W3 C303 
HG ae Oe = 3-4 Hare 
Tee W3 
B= p(o for = — 23, 
Gd) Ww 2fG 
Ines 3 3 
B= p(o+ 2 Oy, 82) = 2a es Veen, 
1) ra) i 
if 3 3 ae SoU 
E; r( ae =) = €3+ 2/e1— €3 Veo— 3, 
3 303 : 
Daas Pee a = By -+ 63. 


(1) v1 (ules 
oe) (u | 4, 
(2) 
v3 (u M4) 
(3) 


FORMULES. 245 


XXV. 


€3 ul? e,ue 
1) = 0? wisi eC 2 o2uVpu— & /pu— é, 


e3u 
2) =e? (o2u+Ve— e3 Ve.— e357 u) 


a — Ve1— e303u — Ve,— e302u 
Vor €3 —— ve= €3 
C3 U2 


Se? Gtulpu—¢,-— Vel ea, eyes), 


(7) eg u* — ee eee ee 
<2) = Oe (Seu =e, es Ve2— €352u) 


C3? 


—e2 


Views 303U+ = e357U 


Vej— es + c2— 45 


3 U2 


— e? o2u(pu—e;— (er €3 Ves es). 


246 CALCUL DIFFERENTIEL. 


XXVI. 


@r 27 
ai —uD— +P, o (u+ =e) 
ol(u Myon) =e (7) ou 7 
7d 27 
(7) o —— (4 
nh 
(1) 
oP DT, 
—u Qn +P, owe] (w+ re) 
Jt 


| 1 \ 
eu(w | —) 03] =e @ ou | i — 


art 2r—i 
| =e M,+u?P, O74 (u+ = v1) 
s(u —) vs) =<6¢ 17) ou - - 
2r—t 
(7) o1( 01) 
n 
or — —I 
See o (u+ 1) 
1 ane)? nr 
ai(u ety ws) =e (7) o71u : ’ 
\ rr OY ee NN 
Gy © Rig es 
(2) 
or—1 Top 
ae uy tee, o3 (u+ -—W4 
: 2d 
z,(u —) my) =e (0 Onl : 
Za rt 
w 
(7) o( = :) 
1 2r—t 
- =a E H+ P, low) (u+ 0) 
1 n 
z,(u|° sus) =e (7) O3U 


Cr SSR US 03 Sy Tn—1) 


FORMULES. 247 


XXVI (ey). | 


3) "4 
n 
z(w , fs 
n 2r 
(7) —o? | —o, 
n 


ae 


(3) 


W4 5 Dyke 
ae 0s) = ell Ponul] [pu—p (720) | 


(7) 


oy 
9 4 y P 
SP igh [| zu — s2u |> 
oF 


- o?2 | —w 
(7) Tn 1 


sy — oes} 
sa (u| ; 3) = eP, gyucr—1u | | pu— ey — (a8) ee) 
n 


5 QT 
r ——_W —e€ 
(7) J n i (4 


TN 
o?(—o 4 
: . n 
= CPP y ub O5U— (Ca — eB )(en— ey) 


ef) DN (2 
r Ore | aaa es 
(") a( = 
catia Ton beach fab) 
2 


es, n—1I 
en particulier: P54, 12, «+s; . 


ou? fT, 
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CALCUL DIFFERENTIEL. 


XXVII. 


(1) 2Pi= Dip( 22), 


(77) 


uy ng tw, 
W3 7 (r) @ 
o( u| wy, — e 
rv 


a OU 
(2) 
2r 
=i yeaa 
W3 2 Te 
Ca (w@)o4,— )=e 7) Ogu 
n 
(=z Rig 712, sey Ppl) 
/ 
(en [ORO ? 8 ty Dy soon RU OU PS 225, 


H 


eS 


= n+ 20, Ps, 


HZ = 13 -+-=— P;, 


HOP 
Sa | — W3 
Ws 2p 2 nr 
oy u| w1, — = CHa UW Ogu — ———_—— 


or 
(r) o2 ( — ws 
n 


\ 


(7) 


ie = My doy, Oar i) 


(en ROME UCU LUC Tak mad — ae 


| 
| ; o? 
(4) va(ulon >} = emPicyu | v4 U — (€g — €8) (Cg — ey) 


Dip 
Oya (RU = —— (OY 
nr 


Le 
2 


9 
ws 
/u 


Dans les formules XXVIII et suivantes /a partie réelle de 


supposée positive. 


(1) 


(3) 


(6) 


(=e) 


Ch ae [Ic eta); 


n=41 


no 


9q2= j i atecg=1), 


=A 


FORMULES. 


XXVIII. 


TL 
Hy O3— G30, = == Fi > 
u W3 
C= Ce ——'¢, 
2W4 Wy 
—— ern, gd — etn, 
mm mrt 
Vim =j"” =em F 
m MUTE 


Nn 
Vg™=qr=e De 


M9293 =1, 


uggi=Gi—-7 


n=o 


Gaga iG a= Ge); 


ids 


nn 


q3 = [J 2252), 


7 


8 
3° 


wo 


OF 
= CSE 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


o2U 


ge 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


XXIX. 


== 60 a=o 
20, 5—2471 Ss I— g2rg-2 i GRE 
4 BE UK ! q ! : q 
7. OWA eNO I— g2h 
2 a 
n=o 
2W,.. , : I— 2g?” cos2eT7 + gir 
= SUN Pa son f f 7 = 7 3 
Tv (I= Gg)? 
Tia 
n= n=e 
B+471 T= TS oN Ge 
SS CLO oi g 
2; ‘THe Gru Le Ge 
Tut = 
n=o 


I+ 29?” cos2veTt + gkh 
= coset e219" zs ——— g . 
Il aa): 


(i | 
n=o =O 
= emow? Tl tC a te [I Baia meee 
ee Gf { i+ Of” 
ie waa 


nu=o 


e2nw,0? Merny me (COS) OT ai mee 
ees (Gt oe! = 
(I+ CLE 


») 


m=4 
n=o n=o 
—— ek ze — g2n—1 22 
= E2010 10? i g e u GE a 
= ams h i GHOSE 
a= wt 


n=a 


e2M104? I I— 292"! cosoen + gin-2 
= re! < — + 5 


(1 an, Gita) 


To 
XXX. 
z= ce 
T 2n 
2710, =— 26,0? + 7? _ > 4q a ibs 
2, (i++ grr) 
n=1 
uo 
A qg2zn-l1 
4d 
2110, =— 2,0? + 7? ———— 
ners pr Ea (ie g2n4yp’ 
7=avt 
i=" 
Aigzus 
2710, =— 2€3w? — 7? G— gist? 
n=1 
Lc 
I gin 
27,0, =? }] - — nck Galea 
6 (u— g2”)2 
et 
Tee ie) nN=0 


3 i DS Gem Giza grr 
: (1— gn)? iargrens ree 1s graeme ine G+ qe 
i = r==1 


FORMULES. 251 


XXXI. 


Wy Mo W3 
saps! SS 
His 2 NeW 0) 
201 Jt Son ag are qd3 os .204 g? a0 3 
ota 2 1 ¢ t e 
aE qo wT een Tv 2 aly 
2909 29097 ° 
z. 2 N22 2 N30 
ie 3 = q3 is 
(1) om te) —ivyi—4 i a Co 
2qiq* 2giq" 
2 M1 2 : NsWs 
oe) Tae, 2 1) GAG om 
5 2 c= @ 
73 3 
M10 - Now 
2 101 Oe ie 9s 
o3 = on Vid Bae 6) 
q3 3 
- ™2 2 
oe laens $ = k( 78 8 = Carrs 8 
a= (g§+ 43 é2 = —— §_og! a= — ; 298 — gt 
1= oy 2698 +8), apie a) monte ae) 
f 1 
TG i 
pare os NE Dyk 2 
Ve.— €3 = Be ee , 
/ ae UES peat 
(2) {A Cale eR aw, 1092) 
es Lee iA 
Vee eed) ts, 
Al, 
99 2 yk 
Vex—e3 =1 at Wqdid> 


. = TT 
(3) Velen / 5 27 


rf 


eg I ; 
G = (€2— €3)? (1 — €3) (€1— €2)? eke? Ie) = T6 wpe 70s 


(4) VG = Wer— es Vei— 63 Ver a= it 1 / = aghat, 


GAw, hw3) = a G (M1, Ws). 


252 CALCUL DIFFERENTIEL. 


XXXII. 


n=oe A 
HOR enna : 


710 


(ee ( 1\2 
Ira ted 


So(?) = oe 


ut—=0 


Hf 9 
sin(2nr-+s)T¢ =2g' sinny—a2g*sin3ny+..., 


at 9 
cos(2n +1)Ty = 2g* cost” + 2qg* cos3Te+..., 


n=oe 


3(¢) =1+ : 2q” cOsanTty =1+2qg cos2aTv + 2g cos4ny+..., 


(=a! 
Ti(v)=1 + Wa nreg" cos2nTty =1I— 2g cos2Ty + 2qg* COSs4rY —..., 
i) Si! 
; n= 
(5) Si(¢) = 2g0q* sinox | | @—2g% cos2on+ gi”), 
wt 
: n= 
(6) J2(¥)=2qQ0q' cosen | | (1+ 29% cos2vn + gi"), 
7 
n= 
(7) 33(0)= 90 | P+ 2g cos2em + gin—2), 
n=1 
n=o 
(8) 3.(°)= 90 | [0-24 COS20T ++ g'n—2), 
Z—T1 
Tip? ONS 
(9) po ces 31 (¢) = He rye ™i(atate) ; 
n 
(10) =. S.(~) = Sous 


T iv? cet v\3 
(11) é* %(e)= Me mi(n+e) 
? 
n 
T iv? 


(19) = Sen? ee 


n 


(1 bis) 


(2 bis) 


(3 bis) 


(4 bis) 


(5 bis) 


(6 bis) 


(7 bis) 


(8 bis) 


FORMULES. 


XXXII (FIN). 


nas SC bey) ose 


i taved 


02(4)= Yel) gent, 
03(4)= Sore. 


pu (4)= xe 1)? qr g2n, 


n 


n—=o [Ie 


a Bia eh 
p1(s)=2q0q* — — (I—q?"-?) Ff (1— 9232), 
20 t 


1 n=1 


nu=o n= 
ig —1 
pa(2)=2gogt == | i (1+ g2%z-2) i ; (1-+ y2" 22), 
n=1 n=1 
3(2)=Jo ( ; (I+ GLAS) f ; (1+ g2%—1 32), 
n=1 N=1 
p(s)=o] J (1— g2”—-1 z-2) i | (1 — g2"-1 32), 
a=1 eA 


P1(4) = op, (e*m?) = Sy (¢), 


Patri (S) = Pots (e°R!) = Jo (?). 
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254 


(10) 


(11) 


(12) 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


XXXII. 


mS 1 
Te ee f 3 
BT! ou = emow" Sy(v), 


ul 
29077 7* 1 = OPM? Jo(v), 
God} Fa = eM"? 35 (¢), 
Jo73 Fatt = MM F,(e), 


J1(9) ) E2100 


Cu = 20; = 
J'(0) 
Cyl = att (P) praseryo? 
Ja+1(0) 
’ it eee) 
Oy 20, 3, (9)’ 
; u I 9 
Cu 1 Socal ) 
4 204 Ge 
2W4 8/7> er 5 
Pe AL ou = rez" J1(¢), : 
20, y= 
{/= \/ 5 — €3 01 U = Lem? Tale). 
OTe) ———<$<$<———— 
VE = €1— €3 oUt = C7U1M? 33 (0), 
ae 


€1— €2 03 U = E™MO75, (0). 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


FORMULES. 


XXXIV. 


Zéros (modulis 1, 7). 


Si, os a5 Sip 
ai 23s 2 
I Tea, 
fo) = eS 
2 2 
Sis 9) =— 3, (9); Jor (— 9) = Sy41(9); 


Si(e +1) =— 5, (9), 
J3(@+1)= Fes(e), 
ah (0+ 5) = IK 
3.(0 +=) =e) 
3,(e +7) =—AB,(¢), 


Ja(P =o) = ee 50); 
A= 


ai(o+ =) =1B3,(¢), 


= 


B S2(9), 


Oe —_— eae —_——— 


Sa(v+t)= A2(¢), 
Ji(9 +t) =—AG,(¢), 


{eo 
q le 2m, 
Sh (« Se 


a v 
hy, (+ a =) 


aw ; 
B= qd kettle, 


Ti(e 4. 5 pe) = (— m+n gra e~2ntS v, 


J2(9 +M+NT)= 
J3(0+m-+nt)= 


oF 
J,(9 + mM+nr)= 


(— rie ga e-2neni Sy v, 
qa e—2nent F9, 


(— rr ga e-2neni Ss, ’, 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


XXXV. 


| 31) = — 340); 

(SiG) =0; SE) = Os 31 (1) =0, 
(5) =0, 

2p (=) =—34(0), 

“())-* 

(+) = 

S10), 


wr wr 


=— ing! 35(0), 


) 

t) = — 2tnq-" 32 (0), 
) 
) 


a aumga! wh (0), 


ro 


oF 


J, (m + nT) == (= [men g—r 3! (0), 
ih (m+nt) =(— "+onnig-”® 5, (0), 


| J3(m+nt)= —annigq-” 33(0), 


S'.(m+ nt) =(—1)"*1 anrig-* 3,(0), 
at 
ere) = tg), 


aya ag J, (0), 


e]> 


(0), 


a 
gi) die 
2 as q 
= ) 


| 
=— ing he S2(0). 


FORMULES. 


XXXVI. 


~ 


4\2 
S', (0) ee = on gs aa as ee Ba) 


1 9 25 
32 (0) = Se *3) =2¢* A-29* 4+2q* +..., 
(1) 
33 (0) = Sa = 2.9 OG" = 9.g9 . n 
he (0) = Meng" =1— 29 +2g*—29g9+..., 


(2) 


4) 
3 (0) ang has 3,0) 20001 ¢* ; 
33 (0) = 9093, Jy (0) = 90q?, 


20 VF =4/ 200, Vana =1y/ = 2,10), 
(3) 


/é,1 — €3 = (/ = 3000), Ve, —e, = re 


| Ve2.— €3 Vei— e3 V=a=— ae Sle); 
(A Jame : im 
| Ves e=——- 3300), Vee = 3300), Yea =—= S2 (0), 
2, OX Oy 9 we 
(5) J; (0) = FF2(0)53(0)5,(0), 
(6) J§ (0) = 3} (0) + 3} (0), 
I Tr \e : ee 7 V2 S te, 
Gia Is (aa [+ 3$(0) + 37 (0)], Q= (= [+ 3$(0) — Sf (0)], 
(7) [ T 2 7? 
é3= (=) [— 3¢ (0) — 33 (0)], Coma aren x+1(0), pour 8 >y, 
1 /t \* S o S 
emia -)'[34(0) + 23(0) — 3400) 34(0)] 
eee eer Ss 8 
= =)" J8 (0) + 58 (0) + S$ (0)], 
(8) 


os 
we — 
Soa 
°o 
NS 
ie 
AS 
as 
fo) 
— 
— 


AEP (0) + 3$(0)] 34 (0)3$ (0) 


wi) Lt 
= 4 (4) tO +O) +210] 0) — 340] 


T. et M. — II. 17 


258 CALCUL DIEFERENTIEL. 


XXXVII. 


1 9 25 

J2(0 ag'+oagt+oagt +... 
(1) fess wal ye 29 dail BA 
336) a7 og Seog 


w_ 4(0)  1— 2g -+2g'—2q9+... 


(2) Vora eas fs ee 
(3) k2+ k=), 
4 
(4) ee eis 
Ve,— é3 
p 
(5) (peels 
€4 — €@3 
~ tUi 17a+q?)a+q'\(1+ qs)... 7? 
(6) Vk =2¢q pa q nee | ; 
mn 2 ae ae 
= 9 = 4 E - 
oP v 73 eae eee 
_ CU — + kP (1 — Fk)? 
(8) 10) = "eG Bye RR 


1 [38(0) + S$ (0) + 38(0)]? 
h(ei—s2763) 3 J8 (0) S$ (0) S$ (0) 


FORMULES. 259 


XXXVIII. 


(ese ae 1) qv(2v+4) 
g_Y 


(1) 9) = Vk = ag? ht @ yok na =Va9 


2 No 


4 [] c+ gq?) paies 1)¥q2v? 


es 


ll (hs gee—") >» (—1)¥ gv(av+1) 


(2) $()= Vea @ — a= 
q2 


I (i eam) DS qv (2v+1) 
n=1 


(3) e(2) = VE = pele, 
(4) Y2(z) = Ra Bele), 
5) 1s 
(6) (5) + Y8(e) <1, 

: 9(=)b(t) = y8(n), 
(8) h(=) = 9i¥ gy, 


V2 
xX(*) 


31 (0|7) = 27h), 


J2(0|t) = h(x) f2( G)= V2h(< 5 3, 


OO) =7 ?*¢,= 


(z)’ 

a 33(012) =h(z) £2(2) = YEh(q yan, 

(0%) = h(t) f2(c) = Vane oe ot 
(i Jo=4 “TF h(< ), 
(12) Ld ae 
(3) gi = Va gt a) . 
(14) qi = Vagh 2), 
(15) F(x) = DEAN} 


i) 


eile aU (ci ~ 
I Aii=g **Q3= Arlt) = Yagi, = V2 9(% vee 


x7) 


260 CALCUL DIFFERENTIEL. 


XXXIX. 


; aut (0) 

(1) 2410, = 6 54 (0)’ 
S! 
amano =| ae 
By ; | 2 2 ; S41 (0) I SM) 
(3) anor = (4 — 203) of— 0 5) = ae See 
(4) S10.) _ 3400.) _, 34) __ 3h) 
S(O) mos (0) 3 (0), Sen 


DO) Lp oO ls 


5, (0) 520) = 2# 34 (0) Si (0) =— 32(€1— €2) (€1 — €3) OF, 

os: 32 
Suv Se 

(5) aa are = anrS$(o)St(0)= 32(e1—e2)(e2— es) 4, 
Siv Se es Bn . 
SHO — 3 GEO) = — on! (0) 34(0) =—3a(e\— es)(e2— es) 04. 

XL. 
(1) ( 2533(20| 47)= 33(9|t)+ 2 (¥| *), 


l 292(29|47)=33(e[t)— 3, (e]7), 


bao (EGG OLE 2 as Seas Sg ee 


pire Vit Si) oan cl henner I+ agt+ ogy...” 


— 
Cs 
2 


yg , ) -—————_ 
F1(2U] 4, §3) V/ = esa (usc Os) — Ver €403(U| Wy, Ws) 


Fo(2U| wy, 4 wz) VG es6,(u ewe ee Ves €253(U| 4, 3) 


(1) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


FORMULES. 261 


XLI. 


TL 
H;, Q3— H3Q;, = ae? 


e+dt 
Wi = > T= ——,5 
2Q, a+ bt 
FcR hea 
Kojotsu = ears, (v| 7), 
1 


iil 
2Q)070'o,u = e27HiUV? S(v | 7), 
Qo 03 oyu — e2H, 2,V? S3(v | T); 


QR oyu = e24.9V? 3, (v]T), 


ft ge ae . 5 
Eg — Eg = U4 / -—- 200019 
v xa, 200080", 


Ve, — 5 TOO 
1 42 22, ON3) 
ve a A + 
: we ae ae 
Q1 224 2 


eVG {/22ta = 1e%H.9,V* 3,(v|T), 

wT 
te / 288 — fe2Hi V2 & ; 
\/ Ea — Es eee ee Ja(v[T), 
VE, — B5 (/22! oy u= EHV? S3(v] 7), 


2Q2 
Vie may/ 2 oyu = e2Hi%V? ap ( v|T). 
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(Ce 


(7) 


(8) 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


XLII. 


e Vat brerniS, (y(t) =3(v|7), 
e Va + bx ebrmiSy (|) = Se(v] 7), 


eVa+ bt eur! FiO: |e) eg Cv [Ty 


el! Va+ bz ebevTi Jyii(e ee) = Di, (V | a) 


ate Ses Teel Me) 
= || || v 2 ; 


b(a+d—3) 
Gilt i st b est impair et positif, 
/b a(3—b+c)—3 
s= z) u 2 st a@ est impair et positif, 
\a 
d — +a+m’ 
- = t2 ; 
€ 
el POE ber ate+m" 
ay 5 
| el” eee 
erie 
«Fs oe oo. he, 5°. 
m’ —I —T1 —I —I b 
m" at b+d —I b+d —I 
ml" d —I d —f —I 


6°. 


FORMULES, 


XLII. 


3i(e|t +1) =Vt3,(0| 7), 
Se(o|t +1) =ViSa(¢|7), 
Ss(ele+1)= B(els), 
Si(v|t+1)= 33(e17); 


S, (: 


as z\= YF B(el2) 


Ses “) = a or uel), 


mee 
—+)= He Bes) 


—+)- Ve ales) 
S,(0[t+1)= V3; (0|7), 
So(o[t+1)= V2 32 (0/7), 
S3(0/t+1)= ,(0]*), 
S,(olt+1)= %3(0/7), 


3, (0|— £)=—Vviev=34 (019) 


3.(0|-+)= WF 54(01"), 


3,(0|-z)= Pol) 
ee 


- 340 | c). 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


J1(9|t)= ie 
suoin= Zener, 


siernatl pe teow 
tT 


XLV. 


h(t+1)= Vih(s), 


=) 


o(n+1)= Wire 2 


y 


v(t +1)= eae 


Ae tk) = Vie 


(5) 


(9) 


(10) 


(11) 


g(t+2n) =? o(c), 


FORMULES. 


o( az) = 9), 


v(t + 27) 


y(t+tan) =i y(x), 


€ Ne a 
1. ae) = xO, 


Sale), 


7 

Tv oe 
b ( ——— J) =? b(t 
¥() AD) 


(tT +2n+I1)= 


ae 
b(t)’ 


bo 


or 
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(1) 


(2) 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


XLVI. 
g(t) = v(t) = 
cd ab 
o (3)F os) (Zar e) 
cd ab 
: re (ACs) 2\ 7! 
: UG) Gis 
cd ab 
30 aye I —— v(t) 
(3): * e(z) + eG) 
2 2 I @ 0(t) 
: (2) Ut) Ue) 
mde ab 
. (2)o > ue) (Z) ee) 
cd ! ab 
6° re CE) € —-— I 
y " 9x) 5) 8) 
(b—c) (bed —a) (b—c) (abe—d) 
X(T) =z @ X(t) =2 2 X(t); 
(b—c) (bed — a). (2) 
Lye 12 
X(T) =2 ae y? 
(b—c) (abe —d) 
SS eee 
y(r)=1 v( =)? 
(a+d) (abd—c) 
T)=U 12 AOS) 
as VG) 
(a+ d) (abd—c) = (a+ d) (acd —b) 
y(T) =e a X(t) =e be xX(*), 


(a+d) —— b) 


X(t) 
9(t) 


X(T) =e 


FORMULES. 


XLVI (Fin). 


2) eRe d 
re] y(ty= (2) ee — se, 
3 Ti 
° Bete |G — (ab+ed) (7) 
2 X(T) = (2) Q Y(t)’ 
3TE 
| xiry=— (3) pe Or, 
3 
(3) i Lig >) — (ab + ed) (2) 
oe aa oj Uz)’ 
307 
° 2 — (ab —cd) 
ei xay= (elect x(a), 
22a b+cd) y(t) 
6° (oe) == G) ee 8 ig 1 GOSDE 
b o(7) 
| *E (ab + ac +bd—abte) Eh ed tac + bd — betd) 
\ Se =e 5 
: Ti eer ee ee 
(4) h(t) = [=| Ser er ecle 1) —b( rag ay h(1), 
1—b Ti Ae eee gE Le a 
(B) hry (F)ER eae bey h (2), 
1 


a-l a peter 
(6) h(t) = (5) ee Gee bch sh. 


Ti 
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XLVII. 


= Oy — e2tnt 


v=o 


2) 
oo= | fo — 9), i= i Jo+2™), 
(1) Vea v=1 
a -) Vo 
= (i+ q22v—-1)), 03 = i fo = g?2v-V), 
v=1 Vit 
I 
| Qo= Fo, B3= G29g3= —> 
q1 
2) | 20303 = 93 (94+ q3), 
a , 
8070501 = 93(43— 3), 


BEAOEAGO) 
J,(0 | Be) ; 


SOT ie oe earl IO eG) 


J1(29| 27) 


(3) 293(ofat)— a S(o | as) 
aae ep oe s2(e) 3-29) 
29,(0/2t) -a33(0 | at) 
J3(9) Su (?) 


J,(29|27)= 


? 
J,(0|27) 


23’, (0|27)3,(0|27) = 3} (0)S2 
29_(0| 27%) 33(o0| 27) = 92(0), 
(4) 233(0|22) = 33(0) —33(0), 
did, ( Oi) 2) =e (0) eco )s 
32(0 |o7)== 55(0).4, 00 


FORMULES. 


XLVI. 


1 oni 
Ol=1g* =e 27; 
yo=0 V=0 
o= [Jo-7, o=[]c+9, 
(1) Viti Vit 
=) 1 Vico) 
; v= 5 — 
a= [[ +e s), =] —- 
\ Vist yv=1 
i I 
Qo = Jo|V3> Q) — = 97192 
q3 
(2) 


5= 0, (0. + 03°], 


| 21 (¢ =) =? (9) Fa (9) 
; Se O 9) 
2 
S, (« s)= a 
: Sin a) 
(3) 2 2 [) ° 
5 (° 2) = BOA) 33(0)+ J3(e) 
Z 2, me c see c : 
2 (0 _ (0 = 
2 2 
S (+|5)= S2(v)+S53(v) 53 (0)— 53 (0) 
Ih = |= Ses ma ? 
eee ee.) 
[ 3, (0]=) 32(0] 2) = 2240) % (0), 
si (0|2) %(0|=) = 3200) 
(4) Se (0 = = 215 (0) a3 (0), 


) =22(0)+ 520), 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


QB 


(8) 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


XLIX. 


2h?2(2t)= h(t) 52(0), 


nt (2) = (=) 20(0), 


h2 (=) = Vih(t) 33(0), 


2 


b(2t)o(t)=V2x(t) (27), 


os t— vi(7t) tee 22(7) 
o*(2 5) = Thc)’ vk (2 i) = Tht) 
Guar) es 


ee eae OG) 


Fee) Pages’ 


o(e)= 2 Vi TCD 


co = ed 
n( ) 
2 


FORMULES, 


XLIX (rn). 


THE 


_ imi ag 4 
fees), quae Ba), 
(9) 


T+ 1 Tv 
(T—1) Ti ( cri h( - 
qe Ht see 
2 ? 


Som 
Gag) ae h(c) 


VIF) = Vato) 


Par)’ 


TT = a b(t) 9%(22) 
ViI—v¥() ECE) == et 


(eas ae 
(10) rae #) 
ae 
(Re poe 


Tv 
eri oe 
| ls 


L. 


¥ - 2 J1(?) So() S3(9) 5, (0) 
J1(2¢9) 5) 55 (0) Silo) ; 


aHOEHO EOLA) 
Bn) J2(0) S32 (0) 


a _ 93 (9) 53 (9) + S2(9) 52/9) 
J3(29) = 53 (0) 5(0) ’ 


73 (P)— Sh () _ Si iP) —St(e) 
33 (0) J} (0) 


Ti(29) = = 
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272 CALCUL DIFFERENTIEL. 


LI. 


pipe, Tepe aco) i eT = a Ly (Oho) 
ay, Ww v >> 2W, Ay a Wy Y =~ 2W, « 
1 D) 2 I i 
a 2Ui MT! = Fi (0), q. =2 0? % 0 =3,(0[ n7), 
a2 Ag 
i — 2 I 2 (oy 
as = 47270 = 33(0), ares Qo —= 93 (01| 77) 
I zy S I 5 
a, = Che = 4,(0), t = Q3 Qo = 104 (Olyer) 
/ o= qr entni, 
Vio. Pie} . 
QQo= i (2 —_ G7), QQ =] Jo = Opa 
(1) v=1 yest 
v=0 Vio) 
a= | [+ geen), Oy — (7— qnev-n), 
\ vied v=I 
/ » (<) n—t-n—1 
S r ay y( nv 3 F ee 
(ies =(-1 Giy i q Vn, 
(7) ; a 
es TE ) n—1 Lani 
ST Se (7) * 2 8 1 
9 =) Sta) — 
al (=) ae i pia 
(r) 71 
he 
(2) aed 
iS ie Qo 
Shy lle ep Es 
IT : () 70 a, 
(7) 
E 7 n—1 
Shy i) —— Choe uy 
I] ny, q3 
(7) 
TAs Woy tne ery Fy 
= 
= 
Teal: "4dr net, 
. a (") gh-1 p20) 
Le ( ) qo ¢ Pp De 
(G2) 
SV, n—1 
(Gy (7) 


Kaa << ae eS tan 
Sly 
pes Lg et SS ee 
| 
i 
= 
sit 
SQ 
Al 
SQ 
S10 
Wl wo 


FORMULES. 


n—1 _\ 


merce : 
Ji(ne|nc) =(—1) (r) (0) [La (¢+ 2), 


(r) 


Za(ne|nz)=(—1)" 23,0) [] (e+ 2), 


J3(ne| nt) = qn al?) []:: (+ + “), 
Ga 


Si, ) Gi = %>5 Si 
, (ne | nz) ae a(0) |] Ti, 


‘ B OR Gi oatee ; ae ; : 
€5) in Ge Oks) = orsi(e) | [| a) Fears i(¢) 
1 


Cm) 
(7) oa) (es) 


(6) Se(no|ne) = $2 3,(0) | | 52 (yy ee 


lg oe [ 2 
c ae [oon me N/ es 
(Gal 33(ne| mz) = —= 33(¢) J3(9)+ Bt) ' 
3 C2 
Jere 
iD) lie 
OP x A Pane 
(8) (nol nt) = 32 (e) | | | 920) — 37) |, 
: : 32 ( — 
a AG) 


Ci 
S los 
Rie 
ray 
rw 
Le 
sly 
Ss 
|| 
Q\F 
R IR 
= [ih 
w— 
Qw 
r 
an 
aly 
—— 


(7) (fae) 


T. et M. — II. 18 
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LI. 


c/ i 1 
Fr (@ I T fl I c I Gb 
he 3 he or ae a: 13 Ty, 
= g?9g — J oj;-)= — = — Q,70% 
2W Gi OM 107 > OH ( =) Ai Bye 
1 1 
% 1 9 Tie 55 J ! yp 
J2(0) = — = 297909", 5, (0 — ) = 47 = 20/7 0)0%, 
a2 © ale Ay 
I a Tc I 
J; Oy) = == = OAM 3 OF) = — S(O 
( ) a; q2d n ING 2 0% 
I ral I 
i 2 ion 19 7 
72} (6) es 3 Jv Si, 6) — SS (2 
4( ) a W349 ? 4 c e Re Q3 Qo, 
1 i 


© 
II 
< 
ll 
8 
a 
KS 
ale? 
ee 
oO. 
Ml 3 
kere] ~ 
iH} 
jem 3 
re 
+ 
Ss) 
ae 
—- 


eat ea) | 
v=o 2v—1\ v=0 2v—1 
fore ( n ) ' n 
5 = [+9 » = Ld 
i v= 
| n—l 
| r= 
| a ote ea 9 i del , 
| Shy ae mee gq Sn 2 Qo 
n qT. Jo ? 
(j=l 
n—1 
et eae 
2 1 n-1 
n— - 
| | Ci ae eccy: 2 1 
A) == Q Og ae 
BN qd qo q 5) 
( | Sh 
2. 
) n—1 
r= —- 
Z 1 
Thin ii 
Pd ret 
ion 9 2 
( [ Sree == Tine = 
= \ 2 
I fae | 
ia 
r=, 
z x n—1 1 
| i | Cc (! 2 a > Q3 
~h —— qd ae pastes 
| 0 
- 7 q3 ‘ 
pra l 


t ieee aj (77 = 1) (nm — 2) r? 
i io UNG aH \(r} R=3 Are 5 = = 
| | [=( ) == ea) da Qe Gm 2% (7), 


re N= 41 (7 —1) (nm —Q) re 

S ES ae To fa 12 -» 3 
Shy — A eg Qn AED 

: n Ge at lay 


Qe") 
(3) ‘ 
= =i A age 
PG Cima Lar a ae 
a eee a 0 12 > hank! ey 
fL: Hl fe Sa Or ee nies 
~ \ / 7 > 
((e/2)) 
Na 
, ed Tl Boe 2 
Se (py Ch ; Be 2 SUEe 
i y= ) oe Oe Gane eS 2 
7 qs ? 


(GE =7T}, M2, eeey Pix) 


FORMULES. 


LIL (ety). 


(4) 


= 

i aoe. TG 

=) aby Ne Sav) | | Sa Cae aie 

nN | n 
(7) 


(7 =P, Ty, tes “5 Pre); 


/ 
.="7T3 ra to Age rt rt 
By ae mae bag = a Leo eae 
\ 


aie Nise elt Taps 
Me Me = Sl pe 
(7") 


(= 1)7) ly, = ly = on = (—1) 


Fy 
Q 2 
b, = <0 6! (") 


(VP SSS hg) M2, wees eps ys 


en particulier 


(ie ae eee viene eee pour (IN IED sees ae 


gi 


/ n—1 / : a ; 
| Say cool eo ae Ag+ oy ie OR ea 
(=) ae ame Joti —)=—-q Bn 
a nm Ay+1 \ Q 


(6) % (r) (") 


(7) | oak ce Sj 
| 
| 


(3) 


(5) 


(6) 


(8) 


(9) 


(10) 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


n—1 


con = (5) 
) 


ja 


eee 


7 
x(3) neal 
‘Vn Be [h(<)] 2 
wa : : ? 
cr" TES) 
\ 


eA 3 
5 ey te Aree errand Be Roan, ae 
qd h (=) fhe) =[J2=(5 
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n—1 

eo] : J. vt 
by St nv = (— 2 Ss o B per 
j aS ae : eee 

(pV) 
ae 
J. 

ao Ja( 29) = (—1)”) ; [>: e+ FE 


(pV) 


wetm= — []a(ort oe 


(u,v) 


12 n 
== He! (7 (7) 
b=q 7 )e ; 
La iy UO rn-1 
4 =0, 1, P2, ) Trn-1 


(2) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


ie 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


n? TLDs “pe ELE 
P(u) = yaaa e2niny — An eho, yy 
n 
An+h= An, 


; P(u+ 2M,) = &(w), 


Ati, 
— — (t+ D3) 
l aotat ey Gea ae ws P(u), 


B(u) = Ap Po(u) + Ay Py (u)+...+ Apn—1 Pp-1(U), 


(nh +7)? 


,(u)= Yq h Ane e2rrtiS (hy +rz|hz), 


Shu 
S2(0 
@ 

inc 


J2(0 


GAO Drapo ny (00) 


©) (u) = 53(40[ 27), Oo (u) = 3o(20')| a7). 


LVI. 


= — h'33 (9) + k 33 (0), 
= k33(v)+k'S2(0), 


(0)Si(p+e)Fi(v—ce)= 5544 (€) St (9)— 37 (6) 55 44(9), 


)Sa(e+e)d2(e—e) =—Si(e)St(e) +53 (c)53(¢), 
)33(p+e)S3(p—e) = SBile)Si(e) +53(c)5}(e), 
)\5,(e+¢)3,(vp—c) = F3(e)S3(v) +32(c)32(v), 


B30) oro) Sipe) (ec) 


+ F3(¢) Sy (¢) 51 (v) Sa(e) + (ce) Sa(e) 53 (e) Si (e), 


33(0) 5, (0) 33(¢ + ¢) 3, (e —e) 
= — 1 (Cc) F2(e) 51 (e) Sa(e) + 33(c) Sy (c) 33(e) 5, (e), 


32(0) 3, (0) Fy(¢ + C) S3(° = c) 


+ 2 (¢) S(¢) 5i(¢) 53(e) + Si(c) 33 (e) Sa(v) Sy (9), 


J(0) 5, (0) Sa(o + ¢) 5, (e —c) 


—51(¢) 33(¢) 51(e) 33(e) + S2(c) 5,(c) 32(e) 3, (¢), 


J_(0) 33(0)21(9 + ¢)2,(9 —Cc) 


+ 2 (¢) 33 (¢) Fi(e) Sy (e) + B1(e) Si (ce) Sa(v) 33 (9), 


J_(0) 33(0) S2(o +c) 33(9 —c) 


— 3, (ce) 3, (ce) 31() S,(v) + B2(e) 33(c) So(e) S3(¢). 


(1) 


(2) 


(3) 


FORMULES. 


LVII. 


T, =3p(a+¢)Sp(a—c) 3,(d+b) Jp(@ —6), 
Tp = 3,(a+d)3,(a—d) Jo(b-+¢)3,(b —c), 


Ty+T, + T7=0, 


T,— T,— Tj =0, 
] T;+ T!—Ti=0, 
nese Sy 


\ Ty T3,= 7,4 1, = 124473, 
(iD ee Dee Dae Tes TY Te 


LVUI. 
S2(w | az) Bs (y | Be) 
r=o+f6—-1 
= pa qr e2riny S3[x +y+rBc|(at+ B6)r] 
Tri=0 
> Belay — Bo + rae} aB (a+ 8)r] 
r=o+B—-1 


= DY grrerrineSs[e ty + ron | (a+ 8)e] 
(oil) 


| >< Sy[Ba—ay + rape] a8 (2+ 8)r), 


| J3(#)53(y) = S3(w + y | 27) 53(w-- y | 27) 
+ 5o(a + y|27)52(v@—y|27), 


} Jo() oly) = S2(w + y| 27) 3(v@— y| 27) 
+33(@ + y|27)52(#—y|27). 
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LIX. 
Ty . 
i oe = Vpu — €y; 
: » OU I 
0% — SS SSS SS SS 
. Ty U pu ey 


a cpu Vpu— ep 


fa,u = 
Pi yu Vpu—e, 
I EBo EB 
(2) i 64 fee eemeet c= ae 
‘ aye 5 1s Evo Eva 560 Soy Basa 
(3) Pu = Cat Eho= Cpt bf, = ey + Eto, 
(4) 3 pu = boot EG + Sy0r 
ey—e Coe e3— ey 
Cl Oe et, 
ES Syo r— by eas 
ip Be 1— & 
(6) fp oe eee 


€B— ey Cx — ey 


LX. 


| Exo Oe Veg— ex, 


: | gy Oq= es i = Vep— ea 
Vex— ey Vere. 
(2) k = €1003, K'= &301, 
(3) { Suo(ut+20g)= Exou,  Epy(ut+20g)= bgyu, 


l Eqo(u + 2 08) =— Egou, Egy( wu + 208) =— yu, 


bao (U+ Wy) =— Vex— eg Veux— ey Fog lt 
=— Veg— eq Vey— ex bout, 
(4) Sao (WU -+ wg) = Yeg— ea Eygu, 
EBy (+ Wg) = EEE, sas tu 


Ve. ey 
Egy (w+ wg) =— V/eg— ex Engu. 


(1) 
(2) 
(3) 


(2) 
(3) 


FORMULES. 281 


LXI. 


Fao (%) a Ego(w) Evo( u), 
Fon (u) = EBa(w) bya(u), 
Epy(w) =— (eg— ey) fo, (U) Eay(u). 


LXII. 
ey a) [ea— ep + E%o(u)] [ea— ey + £29(u)], 


con ( 2) = [1 EE ( ey €B) Eby (w) | [nee (ey4— Ey ery (is 
Bay (u) = [1 — Eby (w)][ep—ea+ (ea— ey) Eby (u)]- 


LXIII. 
Efo(u) = pu— eg=— Cu — eg, 
ee oe = p(U+ Wg) — eg = — CU — ea, 
(€g— €x) (€y— a) Ey (u) = — Cu — ea, 
(eg — €q) big (u) = — Cgu— eg, 
Be0(u) 8ya (4) = Ey = bu — bat, 


(ey — eg) Eap(u) Eoy(u) = Cpu —Cyu, 
1 (0) Sat (9 )—51 (0) Fy 41%) = 292 44(0) Fp 41 (6) Sy41 (9), 
S41 (9) S841 (0) Sy (0) F844 (P) = 792, ,(0)51(%)Sa+1 (0). 
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LXIV. 


boy u Ea Egya + Eye ey u Egy u 
\ ra 9 3 
1— (ey— x) (ey— &8) Soy 4 Eby @ 


(1) buy (u+a)= 


Foy U Egy a aya — Foy @ Fay u EBy u 
2 3 7 
Foy U — Soya 


(2) Eyo(u+ay= 


EBy u Egya — (eg— ey) Foy U Exy U boy tay | 


? 

(3) Epy(u+ a) = I —(€y— €q) (€y— eB) Eoy U Soy @ 

LXV. 
(1) Foy (u + &) boy(u— a) = Soy U — bay ; 
I — (€y— @x) (ey — €8) Spy u Soy @ 
Eby 
Say 4+ (ea— €8) ba 
(2) Egy (u+ a) &gy(w—a)= = aaa , 


AL Eoy (U+ a) + boy (u — a@)] = oyu Say @ Egy a, 
Al Soy (w+ a) — Eoy (u — @)] = 2boy a buy uw Egy u, 
(3) AL Egy (wu + @) + &gy(u— a@)] = 2&ey u Eaya, 
AL Eey(u + a) — Eby (u — a)] =—2(e3— ey) boy Exy Uboy a Exy a, 
A =1—(ey— ex) (ey— eg) Ee u E3y a. 


LXVI. 


(1) Fog (u| Aw, AwW3) = Noa ( 1,03), 


. 


(2) Exo (u| Aor, Mog) = = Ego € 1 Wa); 


(3) Eey(u|Aws, Aws) = Egy G W1, 3 


(t) 
(2) 
(3) 


(1) 
(2) 


FORMULES. 


LXVILI. 


sn(u, k) = Voie Eo5 eS 


Cia Cs 


Wy, vs) ; 


“1, os), 


Chia C3 


en(u k) = Bra (J 


dn(at) = bs ( 


sn (u Ve,—e;,k) = eas 


cn(u Ve, — es, k)= pw a 


Vpu— és 
‘ln eee ee eae 
jE 3 


LX VIII. 


sn’u = cnudnu, 
en’u = — snudnu, 


dn’ u=— k2snu cnwu, 


LXIX. 


sn?u-+ cn?u=1, 


dn2u+ k? sn?u=t. 
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(8) 
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LXX. 


sn’?u = (1— sn2u)(1— k2 sn? wu), 
cn? u = (1 — cn?w) (1— h2?+ k2 cn? uw), 


dn” u =(1 — dn2w) (dn?u —1 + k?). 


LXXI. 


Oy eps Co == 1G, 
W3 Ve= e3 = tK’, 


Ke - 


NE ioe 
— eed OMT ECG 
9, 3 ( ye 


2 eo. 
iK' = oe 32 (0 tw); 


C=C ME as 

u 
. (sR) 
sn Wr Bae 
x (5) 

c u 
ve (sx) 
ON = Vi aie 
®. (ok) 
S, ( x) 
dnu = Vk’ («) 


Bigs 2. BSI e) 


Fig. 4. Si PCW G44) 5) 


=20;+03 
BEE, 


Bo 
2 
w=). 
S=e, 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


SS —_—_— ee ee te ee 
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LXXII. 


sn(— u,k) =— sn(u,hk), 
en(—u,k)= cn(u,k), 
dn(—u,k)= dn(u,hk), 


sn(u+ 2K) =— snu, 
en(“u-- 2K) =— enw, 
dn(u+2K)= dnu, 
sn (uv +- 27K’) = —snw, 
en (u+ 27K’) =— cnu, 
dn (w+ 27K’) = —dnu, 
sn(u+ 2K + 27K’) =— snu, 
en(u+2K-+21K’)= _ enu, 
dn(u+2K + 91K’) =—dnu, 
cnu 
sn(u+ K) = — 
( ) daw’ 
snu 
en(u + K)=— x’ > 
dnu 


a (eee Ket oe 


dnu 
ee Ie $1 
SH Wee AO SS = aS 
( ) k snu 
ee. t dnu 
en(w+7K') = — ~- —_, 
k snu 
— .cnu 
dn (wu + 71K’) = —7 —, 
snu 
ae t dnu 
sn(u+ K+ 7K')= — —_, 
k cnu 
‘ rie ae Bi 
en(u+ K+ 7K')=—7 — —, 
k cnu 


dn(u + K+ iK')=itk' sn 


cnu 


Ga) 


(2) 


(3) 


FORMULES. 


LXXII. 


snucnadna+ snacnu dnu 


Sow a) > 
( ) 1— k2sn2usn2a, 
cnucna—snudnusna dna 
en(u+a)= === 5 > 
1—- 4? sn2?usn2a 
dnu dna — 2 snucnusnacna 
dn(u+a)= , 


1— k? sn2usn2a 


7 2 snucnadna 
sn(u +a) + sn(u—a)= 


pena ‘ 
1— k?2 sn2u sn2a 


2snacnu dnu 
sn(u+a) — sn(u—a)= 


+} 
1— A? sn?2u sn2a 


2cnucna 


cn(u+a@)+cn(u—a)= eS SAGE ATOR. 


—osnudnusna dna 


en(u+a)—cn(u—a)= See 


odnudna 


dn(ut+a binds = 07) 
Re) ( ) 1— k2sn2usn2a 


—o2k*snucnusnacna 


dn(w+ a@)— dn(u—a)= 1— k2 sn2usn2a 


LXXIV. 


(m4 ( ) sn2u —sn?a 
sim 2a) snl ne — @) = 
) 1— k? sn2u sn2a 


cn2a — dn2asn2u 
cn(uw+ a) cn(u—a)= 


3: 
1— k2 sn? a sn2u 


dn2a— k? cn2asn2u 
dn(w+a)dn(u—a)= : : 


1— fk? sn2a sn2u 
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LXXV. 
3,(2¢|27) 


(2) BI (e, °) = 3 Vane, 1/ €4== €3 &o3(2U| 7), 


vale 


) = Vk sn(4 Ke, ’), 


eta 


(3) le 
| sn(u, Lady El (7 ae 
maya eee year goer eee 
p i)=- 
(4) | Mie dass ; 
LI (tq 5 | SS k, El eae ss 
(p ) : ( { 5) vk 
(5) El(¢ + m+ nt, t) = El(y,7c), 
6) # a)=—E ee ake 
ee (se pee, BI (e+ 5 ) El(¢, z) 
(7) p= ba 5 
j7=2I(e5); y =El(#, 2), s=El(e+w,*), 
CS): ee AT a ie 
| __ evim—py+yt+y Vi— patt at 
i dh ye e 
LXXVI 
(1) Wie) =%,(3&)> 
Tie 
@) O(2) = Dp, (ox)? 
* 
(3) Hs (@) = % (2% )> 
(4) (2) =% (): 
re LRi(ae) 
(3 s = — . 
5) nz Vi eS) 
(6) ong = VE Mile) 
Vk 9(@) 
, O1( 2) 
( lna= Vk eZ. 
i) dnz= / la 
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LXXVII. 


H (@-+-2mK)=(— 7)" H(a), 0 (47+2mK) = 0(zx), 


oy) } Hi(2 +2mK) = (—1)”" Hy(2), O,(7 +2mK) = 0,(2x), 


H (@ + amik’)=(—1)"A H(z), 0 (@+2mik’) = (—1)”A 0(z), 
Hi(@+2amiXK’) = AH,(2), O,(v7+2mitK’') =A 0,(z), 

K’ ae 
mrt — —mm — 


A ze I K , 


H(i7@+K) = Hy,(2), Oia e107) (x) 
H,(7+ K)=— H(a@), 0, (<+K)= 0(2), 


(2) | 
| 


(3) 


H (@-+ik’)=1B@(#), © (w+iK’)=iBH(z), 
H,(v7+K')= BOn@)s 0,(7+tK’')= 163 lRli (42). 


(4) qc KK’ % ix 
B=e# K2 , 
LXXVIII. 
xv M12 H'(z) 
(1) GS eee 
: @ ee HH, (@) 
(2) Sa = K + e1— es 1 
x be 01 (zx) 
‘ ee OF 
a n 0'( 2) 
(4) ee ic + Ve C3 O(a) 
LXXIX 
Qe’ 
(1) Le == wet 
(2) Z(~a@+2K)=Z(z), 
(3) Z(@-+ 21K’) = L(x) — ae 
(4) Ba re 


(5) Z(o)=0, Z(K)=0, Z(iK’) =~ (péle simple; résidu = ¢). 
T. et M. — II. 19 
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(1) 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


Transformation linéaire. 


LXXX. 


= VEo— Bs mae |) aa AN 
fi — Es 43(0|T) 
noe C2 
v= V'By- pe eat Be OR 
Vy = Eg 33 (0|T) 
T ' aK + bi K’ 
L= = 33(0/1) =o Vei— es = 
tL = rie aay ee ee 
M 
lb We = VR, — E, 
Me Ve,— é, 
ss ae as 
if (—1)2 k (—1) 2k (—1) 2 
“ ae ee 
De (—1)? Ri (—1)? i (—1) 2 # 
ae ay Gen’ 
2 | Gy? | Gn tt | Ente 
Cr ae vein 
e | Gna (—n?Z | tyre 
cd ab b+1 
5° she rhe (=e (anys 
— 2K © ae 
6° (—1) ? oh (—1) 2k i(—1) 2. k 
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LXXX (rin). 


sn(u, Z). On, Do dn(u, /). 
i snu cnu dnu 
n= one 
e kt k I 
9° k 7 _ an Z 
dn i dn a K 
| 
Re u u u | 
3 &sn z dn Z cn y 
(6) u u 
sn ie dn KE 
he hk == eaeeeaies 
on cn ae ye k' 
k' lee 
sn T dn~ 
5° ib u —— 
u cn = 
Ch l cn 
z 
a I cn 
ble tk oes tk 
o us u dn ie! u 
dn Th tk dn es 


| EI{(S— Br)e, tT] = El [¢, t] ceyt+2y+0-1, 


(7) y+ 6t Sr ; 
] Saat! ad —By=1, 8B pair. 
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(1) 


(2) 


(3) 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


Transformation de Landen. 


LXXXI. 


Ji Vicon k 1— Kk 


hee Salas [BES 


yds Ne 


Vi-+k' 
——— +k’ 

L =<! ay — 8 = = 33(0[27) =- a K = 
he 27 aoe, K’ a nit aa K’ 
= —bL=apla=+k)K= |, 
Mee Mer re 32(o|7) 22 See 

\/Ej— adz(o|2t) i1+k' 
LXXXII. 
Pye aie eked 
BY CURD eG a ees es) 
dn 
u 
1— (1+ k’) sn? ; 
On U) = JERS) 
dines 
1+k 
u 
1— (1— Kk’) sn? ; 
dn(u, 2) = ar 


u 


dn it+tk’ 


(1) 


(2) 


(3) 


(2) 


@) 
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Transformation de Gauss. 


LXXXIII. 
ns oe VE 
A= 2d 
aS Vi+tk 
_ vik Kank 
~ ike 1K k' 


Bi] 


Vn 


=a Te Te T K 
A = 017 8,— 85 = 5 3} (0 :) =(sr k)K= 7 
eas SS hee ae ees 
Me 2K 2 nT a 
y= FS Ol) 
LXXXIV. 
u 
sn aay 
sn(u,A)=(1+hk) a , 
1+ ksn?2 ee 
Itk 


u 

Gi —— ola 
ae If It+k 

2 


Gin ws, I) = 
u 
1+ k sn? — 
1+k 
1— ksn2 oy) 
I ke 
dn(u,}) = e 
1+ ksn? 
1+k 
Multiplication. 
FOO. 
LXXXV. 
ci 2snucnudnu 
2u= a 
1— k2 snéu 
ee cn2u — sn2u dn?2u 
= > 
1— k2 sntu 
dn2u — k? sn2u cn2u 
dn2u = 


1— k2 sntu 


294 


(5) 


(6) 


(7) 


CALCUL DIFFERENTIELL. 


Transformation d’ordre impawr. 


LXXXVI. 


f= VE1— Bp gas Ip 
aie Tees 
~ 


VE1— Es 


» 


2 Sone 
ee J3(0| nt) =" 


5. 3,(0|nz) 
v ~ 33(0| m7) 


(r= Ts 


(VE) 


= o-2 
V/E.— Es J (Ol) 70% Dip: 
= ee kn [ | aay (22 v1) 


/fi— Bs 33 (0| nt) 


; CN Apo 
eae Soe Ce 
dna@>.o 


(7) 


(7) 


ip mong p=l) 


I 


=W@ | | asa’ 


T WwW ae 
L=~33(0|nt)= = VE By = 


L'= eS L —= 
U 


03 V/B1— = 


ol Ul Pecos ‘Mak 
= 5 = = = ? 
sn2a@,9 dn? apo (Vk)” Sn? po 
(7) 
(aap T2) si fae 
Paras 


K 
nM’ 
K’ 
M 


(3) 


(5) 


(6) 


(8) 


(9) 
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LXXXVII. 


u lath; sn(uU+ apo) 
2 (a 1) = smu [ [Se 


(r) 


u cn(uU+ Gp) 
en | =) 7 Ste (pe 
M CNap 


(7) 


mS dni == ane) 
hap ee = i [ iraEN SRSA 
dn Ge 1) dn wu ae ’ 


(7) 


(r=71, 95 ty Pye 
sn2u 
I —- 
uy t ; Sn? Ap 9 
sn({—> =ax|] —- —F 
M M 1— kK? sn2ap 9 sn2u 
(7) 
dia-aomee 
: 1 — ——— sn2u 
; d Il aoe 
CLO tt) ) = cnu = : ? 
M’_/ 1— k2 sn? a, 9 sn? u 
(r) 
CN Ayo 


Po) 


1— k? -——~ sn? u 
dn2 a, 


Cae’ | [ 
dn mee l —dnu ? 
M’ t— k? sn? a@,.9 sn? u 


u kM 
aa Ge? 2) = 7 S50 (ut 2an0), 


(7) 


\ kM : 
on Ge t) =5 Sonu + 24n0), 
(7) 


‘din Gr 1) =—=M SY dn(u + 24/0), 
(7) 


CF =T1 0, M1, «+83 Pen Ws 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


LXXX VIII. 


sla 
S| ee Se eee 
| | 


- St (0/- 
7 f =) [| Fes (2 vs), 
ae (6 = (r) 
t 
=) = (vk) cn Qo,7 


| 
(°] : 
(ol: a dna,» 


dn Gp snag: cir l SN Qo,7 iy! 


(7 =71, 1a, +++) Pn—1)- 


(2) 


(3) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 
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LXXXIX. 


Dna es 
ar = oF K t, 


I sn(uU + ao,p) 
—— STU > 
M Sn Qo, p 
? 


u dn(u + @,r) 
dn (5 A) = ae SP OTE 
s ie anu | an(Ggn) 


(7) 


(7 = 71,7, +--+, Tn-1)- 


sn2u 


jI— 
u I Se II sn? ao,> 
sn ( —)> = —snu : — 9 
M M 1— k? sn? a, sn? u 
(7) 


dn? apo,; sn2u 


rl (eer C | Cub eor 
—> = nu — , 
M 1— k?sn?a,,sn?u 
(7) 


k? cn? ao, Sn? u 


u Le dn2do,, 
dg (G7 *) = dna] | aa, ata’ 


kM 
sn Gr i) = >> sn(u—+ 2a), 
(7) 


n—1 
(== ee been (ie i) = Sy. cn(uU+ 2Qo,r), 
(7) 


n—t 
(—1) 2 dn ez n) = M Sanat 2.Q0,r), 
(r) 


Gi =T7T9, T1; TQ, 20%5 poe 
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(2) 


(3) 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


Multiplication. 


XC. 


2uK+avK'7 
y 


ieee 
poy n 
n—1 wie 
(=1) ® sn(nu) = (1) (ve) TT sn(u + apy), 
(UY) 
ie ne—1 
vt) [ i cn(u + ayy); 


(8) 
Clo = TT dn? day. y, 


vk (U.,¥) 


yay 
rege a dn(u + Quy), 


7 \n?—1 
OO eas 


ty J Trn-1 He 
> Tn-1 


en(nu) = ( 


dn(nu) = (—1)"" 


Sei LPO 
Vie OSR iain t:9 7 


ie 
+> Tr-13 
9 p= VO 1) 


B = 0, 71, To, 
Cl PATRUCHLUICL MT Onin 14, 
sn2u 


I— —~—— 
sn?dyy 


sn(mu)=nsnu 
ee) {I 1— A? sn?ay,y sn? wu’ 


(UY) 
dn2 ayy sn? u 
I—- a 
cn* ay, y 


en(nu =cnu | ; - 
2 BE i1—F? sn?ayysn?u’ 


(YY) 
’ k*cn2 ay y sn? u 
dn2ay y 


dn(nu) = dnu | | 
es 1—K? sn?ayysn?u’ 


(9) 
(U,V) 
B= 0, Vode a5 Aa ira) 
2 
B= Ty Me, iy pay, Y= O, 71; 279, 
2 


Ne Se he ag 


2 
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XC (Fn). 


(10) ; n sn(nu) = §) sn(w+ 24r,5); 
(ers) 
n—1 
(11) (—1) 2 n en(nu) = cn(u + 2@>,>), 
(7, s) 
n—t1 
(12) (=1) ? ndn(inw)= dn(u+ 24,,5), 
MPS) 


( (aay saad ote 5S = So, S1, +, Sn—-1 
AD: | DUP UCBMOP iy = By On) SS, 3 05 eS eS 


FIN DU TOME II. 
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